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ანოტაცია

ნაშრომში, დამტკიცებულიათეორემაკვაზიამოზნექილფილტრზე განსაზღვრული  უწყვე-
ტი ასახვის კრიტიკულობის აუცილებელიპირობის შესახებ. ეს თეორემა არის რ. 
გამყრელიძისა  და  გ. ხარატიშვილის ექსტრემალური ამოცანების თეორიის ცენტრალური 
შედეგი. კრიტიკულობის აუცილებელი პირობიდან  ოპტიმალური ამოცანისთვის გამო-
მდინარეობს ოპტიმალურობის ყველა აუცილებელი პირობა.  
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|

Summary

In the work is proved  a theorem about of  the necessary condition of criticality  of  the 
continuous mapping defined on the quasiconvex  filter. This theorem is  a central result   of  R. 
Gamkrelidze  and G.Kharatishvili  extremal problems theory. From the necessary condition of 
criticality follows  all necessary optimality conditions  for the optimal problem.  
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შესავალი

დოქტორანტის სემინარისთვის განკუთვნილ ნაშრომში გადმოცემულია ყველა  ის 
ძირითადი ცნება  და დამხმარე დებულება, რომლებიც   საფუძვლად  უდევს რ. გამყრე-
ლიძისა  და  გ. ხარატიშვილის მიერ  [1]-[2] შრომებში დამუშავებულ ექსტრემალური 
ამოცანების  თეორიას.  ამ თეორიის  ძირითადი შედეგია კვაზიამოზნექილ ფილტრზე 
მოცემული ასახვის კრიტიკულობის აუცილებელი პირობა, რომლისგან  ოპტიმალური 
მართვის ამოცანისთვის გამომდინარეობს  ოპტიმლურობის ყველა  აუცილებელი პირობა. 

  კვაზიამოზნექილი ფილტრის ცნება შემოღებული იყო რ. გამყრელიძის მიერ. კვაზი-
ამოზნექილი ფილტრი პირველ რიგში არის ფილტრი კლასიკური აზრით და შემდეგ იგი 
აკმაყოფილებს გარკვეულ დამატებით პირობას, რომელშიც გამოყენებულია სივრცის 
ტოპოლოგია. აღსანიშნავია, რომ  ოპტიმალური მართვის ლოკალური ამოცანა ბუნე-
ბრივად უკავშირდება კლასიკურ ფილტრს და ამასთან ერთად თუ იგი აღმოჩნდა კვაზი-
ამოზნექილი, მაშინ  სამართლიანია კრიტიკულობის აუცილებელი პირობა.  

    ნაშრომი, შედგება ხუთი პარაგრაფისგან. 1-4 პარაგრაფში მოყვანილია ძირითადი 
განმარტებები. ყველა განმარტება, რომელიც დაკავშირებულია ტოპოლოგიურ სივრცე-
სთან აღებულია [3]-დან.  საილუსტრაციოდ მოყვანილია მაგალითები ლოკალურად ამო-
ზნექილი ვექტორული ტოპოლოგიური სივრცის, კვაზიამოზნექილი ფილტრის, სასრუ-
ლოდ ლოკალურად ამოზნექილი სიმრავლის.  გარდა ამისა, გამოთვლილია კონრეტული 
ასახვის დიფერენციალი. მეხუთე პარაგრაფში დამტკიცებულია რ. გამყრელიძისა და  
გ.ხარატიშვილის თეორემა. 

  ნაშრომში , არ  არის მოცემული  აღნიშნული მეთოდის  გამოყენება ოპტიმალური ამოცა-
ნისთვის. ეს განხოციელებული  იქნება დოქტორატის მე-2  სემინარის  ფარგლებში.



6

1. ლოკალურად ამოზნექილიტოპოლოგიური  ვექტორული  
სივრცე. მაგალითი

1.1 ვექტორული  სივრცე.ვექტორული  სივრცე  არის ევკლიდეს  სამგანზომილებიანი

სივრცის  ბუნებრივი განზოგადოება. yx, და  ა. შ.  ელემენტების  ( ვექტორების , 

წერტილების ) ერთობლიობას  ეწოდება ვექტორული სივრცე, რომელსაც  აღვნიშნავთ E -

თი, თუ მასში განმარტებულია ორი ალგებრული  ოპერაცია (ელემენტების ჯამი ; რიცხვი-

სა და ელემენტის ნამრავლი): თუ ,, Eyx  მაშინ ;Eyx  თუ  ,,,  REx 

მაშინ .Ex გარდა ამისა, შესრულებულია შემდეგი  პირობები:

;)1 xyyx 

;)()()2 zyxzyx 

 xx0)3 არსებობს  ნულოვანი  ელემენტი; 

 0)()4 xx არსებობს  მოპირდაპირე  ელემენტი, შემდეგში ვისარგებლებთ ასე 

ჩაწერით ;)( yxyx 

);()()5 xx  

;)()6 xxx  

;)()7 yxyx  

;1)8 xx 

განსაზღვრება 1.1.   EA  სიმრავლეს ეწოდება ამოზნექილი, თუ ნებისმიერი Ayx ,

ელემენტებისათვის ადგილი აქვს ),0[,,  RAyx  , რომლებიც  

აკმაყოფილებენ  პირობას .1 

განსაზღვრება 1.2. EA  სიმრავლეს ეწოდებაგაწონასწორებული, თუ  ნებისმიერი 

Ax wertilisTvis .1,,   RAx

განსაზღვრება 1.3. EA  სიმრავლეს ეწოდებამშთანთქავი,  თუ ნებისმიერი 

Ex wertilisTvis  არსებობს 0    ისეთი, რომ Ax roca . 

1.2. ტოპოლოგიური სივრცე. E ვექტორულსივრცეს ეწოდება  ტოპოლოგიური, თუ  

შემოღებულია E -s ქვესიმრავლეთა  ისეთი სისტემა/ერთობლიობა ( სისტემის ყოველ 
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ელემენტს/სიმრავლესუწოდებენ ღია სიმრავლეს ), რომლისთვისაც შესრულებულია  
შემდეგი აქსიომები:

1)  ღია  სიმრავლეების  ნებისმიერი რაოდენობის გაერთიანება  ღია სიმრავლეა;

2)   ღია სიმრავლეთა  სასრული რაოდენობის  თანაკვეთა ღია სიმრავლეა;

3)  ცარიელი  სიმრავლე და E ღია სიმრავლეა. 

EU  სიმრავლეს ეწოდება Ex წერტილის მიდამო, თუ არსებობს ისეთი 
ღიაV სიმრავლე,  რომ ადგილი აქვს ჩართვას .UVx 

Ex წერტილს ეწოდება A სიმრავლის შიგა წერტილი, თუ არსებობს x წერტილის ისეთი 
U მიდამო, რომ .AU 

A სიმრავლის შიგა წერტილების ერთობლიობა არის ღია სიმრავლე, რომელიც შედის A -
ში.

ტოპოლოგიურ სივრცეს ეწოდება განცალებადი (ჰაუსდორფის) , თუ ორი განსხვავებული 
წერტილებისათვის არსებობს ისეთი მიდამოები, რომლებიც არ იკვეთებიან.

xU აღვნიშნოთ, x წერტილის ყველა მიდამოების ერთობლიობა. xx UB  ეწოდება ბაზისი,

თუ ნებისმიერი xUU  არსებობს ისეთი xBV  , რომ .UV 

1.3. ტოპოლოგიური ვექტორული სივრცე [3]. E ვექტორულ სივრცეს ეწოდება 
ვექტორული ტოპოლოგიური სივრცე, თუ მასში შემოღებულ ტოპოლოგიაში ასახვები

EERxEEEyx  :,: 

უწყვეტია.

E -ში ლოკალურად ამოზნექილი ვექტორული ტოპოლოგიის შემოღება ხდება ნულის 
მიდამოების B ბაზისით, რომელსაც აქვს შემდეგი თვისებები

1) ნებისმიერი BV  და BU  არსებობს BW  ისეთი, რომ ;UVW 
2) BV  და ნებისმიერი Ex არსებობს 0    ისეთი, რომ 

x V  როცა   მშთანთქავისიმრავლე;
3) BV  , მაშინ ნებისმიერი Vx და ადგილი 

აქვს , , 1x V R       გაწონასწორებული სიმრავლე;
4) BV  , მაშინ ;0,   BV

5) BV  ამოზნექილი სიმრავლეა;
6)  .0




BV

V
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1.4. ლოკალურად ამოზნექილი ვექტორული ტოპოლოგიური სივრცის მაგალითი.

fE აღვნიშნოთ n
xROIf : კარათეოდორის ფუნქციების სიმრავლე, ე.ი  თითქმის 

ყველა ფიქსირებული ],[ baIt  ფუნქცია ),( xtf ფუნქცია უწყვეტია O -ზე, ყოველი  

ფიქსირებული Ox ფუნქცია ),( xtf ზომადია I -ზე; გარდა ამისა , შესრულებულია 

პირობები: ყოველი fEf  ფუნქციისათვის და OK  კომპაქტისათვის არსებობს I -ზე 

ინტეგრებადი ფუნქციები 0)(, tm Kf და 0)(, tL Kf (ეს ფუნქციები საზოგადოდ 

დამოკიდებულია f და K -ზე), ისეთი, რომ ადგილი აქვს უტოლობას

,),(),(),( , KIxttmxtf Kf 

.),,(,)(),(),( 2121,21 KKIxxtxxtLxtfxtf Kf 

fEff 21 , ფუნქციებს ეწოდება ექვივალენტური, თუ თითქმის ყველა It ადგილი აქვს 

ტოლობას

.,0),(),( 21 Oxxtfxtf 

ექვივალენტურ ფუნქციებს ჩვენ კვლავ ვუწოდებთ ფუნქციას და 
აღვნიშნავთ ).,( xtf ექვივალენტურ კლასების ერთობლიობა არის ვექტორული სივრცე და 

მას კვლავ აღვნიშნავთ fE .

fE სივრცეში შემოვიღოთ ტოპოლოგია ნულის მიდამოს შემდეგი ბაზისით

 0,:,   OKVB K ,

სადაც

,),(:),(
2

1

,












  

t

t

fK dtxtfExtfV

OK  ნებისმიერი კომპაქტია, ხოლო 0 ნებისმიერი რიცხვია

ადვილია დასამტკიცებელია, რომ  ბაზისი აკმაყოფილებს ექვსივე თვისებას: 

1)                                   221,12121 ,,min,   KKKK VVV
K



 ;

2) ნებისმიერი  BVK , მშთანთქავი სიმრავლეა. მართლაც,  ნებისმიერი  fEf 

არსებობს  ისეთი 0 , რომ  

  ;,;,),( 21

2

1

IttKxdtxtf
t

t

;

3) ნებისმიერი  BVK ,   გაწონასწორებული  სიმრავლეა;
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4) ნებისმიერი  BVK ,   აკმაყოფილებს პირობას  ;0,,    BVK

5) BVK , ამოზნექილი  სიმრავლეა;

6)  .0
0,

, 






OK

KV

ეს  ბაზისი fE ვექტორულ სივრცეს გადაქცეევს ლოკალურად ამოზნექილ ჰაუსდორფის 

ვექტორულ ტოპოლოგიურ სივრცედ.
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1. კვაზიამოზნექილი ფილტრი. მაგალითი

ვთქვათ, zE ლოკალურად ამოზნექილი ვექტორული ტოპოლოგიური სივრცეა.

განსაზღვრება 2.1 [3]. zE სირცის ქვესიმრავლეთა  სიმრავლეს ექოდება ფილტრი, თუ 

შესრულებულია შემდეგი პირობები:  

ა)თუ ,A B , მაშინ A B   ;

ბ) თუ A და B A , მაშინ B  ;

გ)  .

წერტილის ყველა მიდამოების სიმრავლე არის ფილტრის მაგალითი.

განსაზღვერება 2.2 [3]. zE სივრცის ქვესიმრავლეთა B სიმრავლეს ეწოდება ფილტრის 

ბაზისი, თუ შესრულებულია შემდეგი პირობები:

ა)  თუ ,A D B , მაშინ არსებობს C ისეთი, რომ ;C A D 

ბ)  .

ქვესიმრავლეთა სიმრავლე არის ფილტრი, თუ მისი ყოველი სიმრავლისათვის 
არსებობს B ბაზისის ისეთი სიმრავლე, რომელიც შედის მასში.

კვაზიამოზნექილი ფილტრის ცნება შემოღებული იყო რევაზ გამყრელიძის მიერ.

განსაზღვრება 2.3 [1–2].  ვთქვათ არის ფილტრი zE სივრცეში. ფილტრს ეწოდება კვაზი–

ამოზნექილი, თუ ნებისმიერიW  ელემენტისათვის და ნატურალური k რიცხვისათვის 
არსებობს ელემენტი 1 1( , )W W W k  ისეთი, რომ 

ნებისმიერი 1, 0,iz W i k  წერტილებისათვის და ნულის zV E მიდამოსათვის არსებობს 

ისეთი უწყვეტი ასახვა

  0: ,..., kco z z W  ,

რომელიც აკმაყოფილებს პირობას

    0( ) ,..., .kz z V z co z z   

ადვილი მისახვედრია, რომ ჩვენ ყოველთვის შეგვიძლია ვიგულისხმოთ 1 .W W რაგდანაც 

ფილტრის 2 1W W W  ელემენტს აქვს 1W თვისება. შემდეგში ვიგულისხმებთ, რომ 1 .W W

  ფილტრს ეწოდება ამოზნექილი, თუ მისი ბაზისი შედგება ამოზნექილი 
სიმრავლეებისგან. ამოზნექილი ფილტრი კვაზიამოზნექილია, აქ  ასახვის როლში 

გამოდგება იგივური ასახვა.
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ვთქვათ rU R კომპაქტური სიმრავლეა, ხოლო ფუნქცია ( , , ) nf t x u R უწყვეტია 

სიმრავლეზე I O U  და უწყვეტად წარმოებადია x O მიმართ. აღვნიშნოთ ზომად 
( ) , ,u t U t I  ფუნქციების სიმრავლე.

ქვემოთ ჩამოვაყალიბებთ გამყრელიძის ლემას, რომელიც არსებით როლს თამაშობს 
ფილტრის კვაზიამოზნექილობის დამტკიცებაში.

განვიხილოთ სიმრავლე

 ( , , ( )) : ( )F f t x u t u t  .

ცხადია F შეიძლება გავაიგივოთ fE სივრცის ქვესიმრავლესთან.

განვიხილოთ I ინტერვალის დანაწილება:  

 1[ , ] : 1,I t t m      ,

სადაც

1 1... .m ma t t t b    

ვთქვათ მოცემულია ( , ) ( , , ( )) , 0,i if t x f t x u t F i k   ფუნქციები და  დანაწილება. 

ყოველ

0
0

( ,..., ) : 0, 1
k

k i i
i

     


 
     

 


შევუსაბამოთ I დანაწილება 1k  რაოდენობა ( )
i

I  ქვეინტერვალებად შემდეგი წესით

( ) , 0, .
i imesI I i k   

თუ  0i  მაშინ შესაბამისი ინტერვალი გადაგვარდება წერტილად.

შემოვიღოთ ასახვა

( ) : F    (2.1)

შემდეგი ფორმით

( ) ( , ) ( , , ( ))f t x f t x u t      ,

სადაც

( ) ( ), ( ), 1, , 0,
iiu t u t t I m i k       .
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ლემა 2.1. ( რ. გამყრელიძე). ნებისმიერი დანაწილებისათვის ასახვა  (2.1)ეწყვეტია ე.ი. 

ყოველი ფიქსირებული ̂წერტილისათვის და ნებისმიერი ,KV B  არსებობს 0  , 

რომ

 ˆ ,
ˆ( ) , : .Kf f V 

          

გარდა ამისა, ნებისმიერი ,KV B  არსებობს ისეთი დანაწილება, რომ

,
0

,
k

i i K
i

f f V  


 
    

 


ე.ი.

2

1

2
1 2

0

( , ) ( , ) ( , , , ) .
t k

i i
it

f t x f t x dt t t x I K  


 
      

 


(1)
fE სივრცე არის ეკვივალენტური f კლასების ერთობლიობა, რომლებისც 

აკმაყოფილებენ პირობებს: n
xROIf : არის კარათეოდორის ფუნქცია; თითქმის ყველა 

t I ფუნქცია f უწყვეტად წარმოებადია x O მიმართ; 

ყოველი x O ფუნქცია ( , )xf t x ზომადია I -ზე; ყოველი (1)
ff E ფუნქციისათვის და 

OK  კომპაქტისათვის არსებობს I -ზე ინტეგრებადი ფუნქცია 0)(, tm Kf ისეთი რომ 

ადგილი აქვს უტოლობას

,( , ) ( , ) ( ), ( , ) .x f Kf t x f t x m t t x I K    

ცხადია, რომ

(1) (1), .f f fE E F E 

 (1) (1)
1 , , : , 0K K fB V V E K O      ბაზისი განსაზღვრავს ტოპოლოგიას (1)

fE - ში. (1)
fE -

ში შემოვიღოთ ფილტრი შემდეგი ბაზისით:  ,KW   , სადაც

 (1)
, : sup ( , ) ( , ) :K f x

I

W f E f t x f t x x K dt    
 

     
 

 .

ეს ფილტრი ამოზნექილია ე.ი. კვაზიამოზნექილია. ახლა განვიხილოთ ფილტრი 
0f

 , 

რომლის ბაზისია  
0

(1)
, 0 , 0( ) ( )f K KW f W f F     , 

სადაც 0 0 , 0 0 ,( , , ( )), ( )K Kf f t x u t W f f W    .

ლემა 2.2. ფილტრი
0f

 კვაზიამოზნექილია. 



13

დამტკიცება. ვთქვათ
0f

W  ნებისმიერი ელემენტია.არსებობს 

ისეთი
1 1

(1)
, 0( ) .KW f W  ვაჩვენთ, რომ 

01 fW  როლში შეიძლება ავიღოთ
1

(1)
/( 1) 0( )kW f  . 

ნებისმიერი if 1

(1)
/( 1) 0( ), 1, 1kW f i k    და (1)

, 1KV B  ავაგოთ ზემოაღნიშნული წესით 

ასახვა   1 1( ), ,..., kf f co f f  : ( )f f F   , სადაც არის f -

ისშესაბამისი
1

1

k

i i
i

f f




  წარმოდგენაში. გამყრელიძის ლემის თანახმად ასახვა უწყვეტია 

და

1
(1)

, .
k

i i K
i

f f V  




 
    

 
    (1)

, 0( ) ( ,..., ).K kf f V f co f f   

ლემის დასამტკიცებლად საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ

                                                                    1 1

(1)
, 0( ).Kf W f                                                               (2.2)

მართლაც,

 0 0 1sup ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) :x x

I

f t x f t x f t x f t x x K dt     

 
1

0 0 1
1 1 ( )

sup ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) :
i

pk

i x ix
i I

f t x f t x f t x f t x x K dt


 



 

     

  1
0 0 1sup ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) : (1 )

1x x

I

f t x f t x f t x f t x x K dt k
k 

        
 .

(2.2) დამტკიცებულია.
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3. სასრულოდლოკალურად ამოზნექილი სიმრავლე.მაგალითი.

ვთქვათ kiEz zi ,1,  ,  სიმრავლეს









 


k

i
iii kiRzzL

1

,1,: 

ეწოდება სასრულგანზომილებიანი წრფივი 

მრავალსახეობაწარმოშობილი kiEz zi ,1,  წერტილებისგან. 

თუ Lz 0 მაშინ ჩვენ ვიტყვით, რომ მრავალსახეობა L გადის 0z წერტილზე და მას 

აღვნიშნავთ 
0zL და ასე ჩავწერთ









 


k

i
iiiz kiRzzzL

1
0 ,1,:

0
 .

ვთქვათ k
zEX  არის ლოკალურად ამოზნექილი ქვესივრცე, ე.ი. , Xx წერტილის 

ნებისმიერი XVx  მიდამოსთვის არსებობს ამოზნექილი XVx ˆ მიდამო, რომელიც 

შედის xV -ში. 

განსაზღვრება 3.1. ვიტყვით, რომ წერტილები kiEz k
zi ,0,     არიან ზოგად 

მდგომარეობაში, თუ ვექტორები  არიან წრფივად დამოუკიდებელი.

განსაზღვრება 3.2.  ვთქვათ, წერტილები     

kiz i ,0, 

არიან ზოგად მდგომარეობაში. ამ წერტილების ამოზნექილი გარსს, ე.ი.

}1,10:{}),...,({
0 0

0  
 


k

i

k

i
iiiik zzzco 

ეწოდება k-განზომილებიანი სიმპლექსი.

ცხადია,
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},0,:{}),...,({
0

0 



k

i
iiik kiRzLzzco 

განსაზღვრება 3.3. ვთქვათ m
zE R E  ვექტორული სივრცეა, ხოლო  mRX 

ლოკალურად ამოზნექილი ტოპოლოგიური სივრცეა. EXD  სიმრავლეს ეწოდება 

სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილი, თუ ნებისმიერი ( , )z x D  წერტილისთვის და 

ნებისმიერი  EL  სასრულგანზომილებიანი წრფივი მრავალსახეობისთვის არსებობს 

ამოზნექილი მიდამოები XVx  და  LV  ისეთი, რომ

DVVx   .

შევნიშნავთ, რომ  სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილი სიმრავლის განსაზღვრისთვის 
არ არის საჭირო ტოპოლოგიის შემოღება E -ში. იგი იყენებს სასრულ განზომილებიანი 

სივრცეების ტოპოლოგიას. ამიტომ ეწოდება მას  სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილი 
სიმრავლე.

მაგალითი 3.1. ვთქვათ  2[ , ) ( , ] nX a b a b M I I O R        , სადაც  M ამოზნექილი 

სიმრავლეა.  D –თი აღვნიშნოთ ისეთი (1)
0 1 0( , , , ) fz t t x f X E   წერტილების სიმრავლე, 

რომლის შესაბამის კოშის ამოცანას 

0 1

0 0

( , ), [ , ],

( )

x f t x t t t

x t x

 
 



გააჩნდეს  ამონახსნი  ( ; )x t z , რომელიც განსაზღვრულია 0 1[ , ]t t –ზე.  დავამტკიცოთ, რომ 

სიმრავლე D სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილია. მართლაც, ვთქვათ 

0 1 0( , , , )z t t x f D 
   ნებისმიერი  ფიქსირებული წერტილია,  ხოლო 

(1)

1

: , 1,
k

i i i ff
i

L f f f R i k E 


 
      
 




არის f


წერტილზე გამავალი ნებისმიერი 

ფიქსირებული წრფივი მრავალსახეობა. კოშის ამოცანის კორექტულობის თეორემის 
ძალით [],  არსებობს ისეთი  0  რომ  ნებისმიერი 

00 10 1 0( , , , ) xt t f
z t t x f V V V V      

წერტილს შეესაბამება ამონახსი განმარტებული 0 1[ , ]t t –ზე, აქ    

0 0 0( , ) [ , )tV t t a b   
 

 ,   
1 1 1( , ) ( , ]tV t t a b   

 
 ,  

0 0:n
xV x R x x M   


 ,

1

: , , 1, .
k

i i i if f
i

V f f R i k L   


 
      
 

 


. 

ცხადია, რომ  
00 1 xt tV V V X       და 

f f
V L    ამოზნექილი მიდამოებია. D სიმრავლის 

სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილობა  დამტკიცებულია. 
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4. ასახვა და მისი დიფერენციალის გამოთვლა

ვთქვათ ERE k
z  არის  ),( xz  წერტილების ვექტორული სივრცე,   kRX  -

ლოკალურად ამოზნექილი ტოპოლოგიური ქვესივრცე ,ხოლო  EXD  -სასრულოდ 

ლოკალურად  ამოზნექილი  სიმრავლეა. 

   განვიხილოთ  ასახვა 

                                                                       
lRDP : .                                                                (4.1)

განსაზღვრება 4.1.  (4.1) ასახვას  ეწოდება  დიფერენცირებადი Dxz  ),( 000 

წერტილში, თუ  არსებობს წრფივი ასახვა 

                                                           
m
pzzz EzEEdP   0:

0
,                                                (4.2)                         

სადაც   zzz EzzzzzEE  :00  ,  თუ ნებისმიერი  EL 
0

მრავალსახეობის-

თვის ადგილი აქვს ტოლობა 

,),0(),(),()()()( 0000 0
VVzzozdPzPzzP z  

სადაც 00 xXV  და 00
  LV არის ნულის შემოსაზღვრული  ამოზნექილი 

მიდამოები; 00  არის  რიცხვი , რომლისთვის შესრულებულია  პირობა 

;),0(),(, 000 VVzDzz  

0
)(

lim
0


 




zo თანაბრად VVz  0 მიმართ. 

დიფერენციალის გამოთვლა.  ყოველ )1(
010 ),(),(),,,( fEObabafxttv  ელემენტს  

შევუსაბამოთ  კოშის ამოცანა

0 1

0 0

( , ), [ , ],

( )

x f t x t t t

x t x

 
 



ვთქვათ  )1(
00010000 ),(),(),,,( fEObabafxttz  , სადაც ),,( 0010000 xtty  ,ელემენტს  

შეესაბამება ამონახსნი ].,[),;()( 100000 tttztxtx 

განვიხილოთ სივრცე
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)1(2
f

n
z ERE  

წერტილებით ),( fyz  , სადაც ).,,( 010 xtty 

სიმრავლე

nROtttaX  2
100000 ],(],( არის ლოკალურად ამოზნექილი 

ქვესივრცე nR 2 სივრციდან ინდუცირებულ ტოპოლოგიაში. 

zED  აღვნიშნოთ ისეთი zEfyz  ),( წერტილების სიმრავლე, რომლისთვისაც 

არსებობს ],[),;( 10 tttztx  ამონახსნი.  D არაცარიელია, 

რადგან .0 Dz  სიმრავლე D სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილია. 

D სიმრავლეზე განვსაზღვროთ ასახვა

                                                                             
nRDP :                                                          (4.3)

ფორმულით

);()( 1 ztxzP  .

ლემა4.1. ვთქვათ არსებობს ზღვრები Otaxtfxtf
xtxt

 


],(),(,),(lim 0000

),(),( 0000

, 

Ottxtfxtf
xtxt

 


],(),(,),(lim 100010

),(),( 1010

, სადაც   ).;( 01010 ztxx  მაშინ  (4.3) ასახვა 

დიფერენცირებადია  0z წერტილში და

,,)))(,()()(()( 0110
1

00010

1

00

0
zEEztfdssxtfttfxtzdP zz

t

t

z    

სადაც  )(t არის 

Httxtf x  )(,))(,( 000


განტოლებისამონახსნი, H ერთეულოვანი მატრიცაა. 

დამტკიცება.  არსებობს  ამოზნექილი და შემოსაზღვრული მიდამოები

XVVV xtt 
001000

და  
00 ff LV    (იხ. წინა პარაგრაფი )

ისეთი, რომ ნებისმიერი 
00 10 1 0( , , , ) xt t f

z t t x f V V V V       ელემენტს შეესაბამება  ამონა-

ხსნი );( ztx განმარტებული ].,[ 10 tt აქედან გამომდინარე, არსებობს 00    და 

ამოზნექილი მიდამოები 000 01000
yXyVVVV xtt  და 000

fLVV ff  , რომ  

.00 VVzDzz   ახლა გამოვთვალოთ  სხვაობა 
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)()();()();()()( 100110110100011000 txttxzttxtxzzttxzPzzP  
სადაც  

)();();( 11000110110 ttxzzttxzttx   .

ამონახსნის  ვარიაციის ფორმულის გამოყენებით  []  გვექნება 

)();();( 110110 zozttxzttx   ,

სადაც 

).))(,()()(();(
00

0
1

000 dssxsfstfxtztx
t

t
   

ცხადია, რომ 

).();();( 10110 zoztxzttx  

შემდეგ,

).())(,()()( 1100100110

100

00

zotfdttxtftxttx
tt

t




 




ზემოთ მიღებული გამოსახულებების გათვალისწინებით  გვექნება 

)(]);([)()( 111000 zotfztxzPzzP    .

ამრიგად,

1110 );()(
0

tfztxzdPz   ,

რომელიც  არის  წრფივი  ასახვა  

.:
0

n
zz REdP 

ლემა  4.1  დამტკიცებულია.
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5. ძირითადი თეორემების დამტკიცება

ლემა 5.1.ნებისმიერი kiEz zi ,0,  ვექტორთასისტემისათვის

                                                    ikiiiii zzzzzzzz   ,...,,..., 1,10                                              (5.1)    
წრფივადდამოუკიდებელი.

დამტკიცება. გავამრავლოთ (5.1)  kii ,0,    -ზეშემდეგნაირად:

0)(...)()(...)()( 11,111100   ikkiiiiiiii zzzzzzzzzz 

საიდანაც შესაკრებებში 0z -ის დამატებით და გამოკლებით მივიღებთ

  )()()(...)()( 0001,01101011 iiiiii zzzzzzzzzz 

0)()(...)()( 0001,011   ikkkiiii zzzzzzzz 

აქედან გვექნება

  ))(......()(...)( 01011,011011 zzzzzz ikiiii 

0)(...)( 0,011  zzzz kkii 

საიდანაც მივიღებთ 

;0;0;0... 111   kii  .0...... 1011   kii 

ე.ი.                                                                                 
.00 

ამდენად ვექტორთა (3) სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია.                  

ლემა 5.2.  სიმპლექსი 
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}),...,({ 0 kzzco

                                            (5.2)

შეიცავს არაცარიელ შიგა წერტილს.

ლემა 5.3. (5.2) სიმპლექსის ყოველი zწერტილი შეიძლება წარმოდგინდეს ცალსახად 

შემდეგი ფორმით

                                    
,

0




k

i
ii zz 

სადაც kii ,0,0  და   

k

i
i




0

.1

                                (5.3)

ლემა 5.4.ვთქვათ, 
k
zEM  და ამასთან, ვთქვათ,  Mint0 ; მაშინ 

k
zE -ში არსებობს 

k განზომილებიანი სიმპლექსი, რომელიც შედის M -ში და შეიცავს 
k
zE0 როგორც შიგა 

წერტილს.

ლემა 5.5.  ვთქვათ, მოცემულია წრფივი ასახვა 

                                                                        
k
gz EEg :                                                              (5.4)

და k განზომილებიანი სიმპლექსი  
k
gk Eggco }),...,({ 0 .  ვთქვათ, kizi ,0,  არიან 

გარკვეული წინა სახეები kigi ,0,    წერტილებისა, (5.4) ასახვის შესაბამისად. მაშინ 

zk Ezzco }),...,({ 0   არის k განზომილებიანი სიმპლექსი და ასახვის შეზღუდვა

                                                   }),...,({}),...,({: 00 kk ggcozzcog                                           (5.5)

არის ჰომეომორფიზმი.

ლემა 5.6.  ვთქვათ, მოცემულია  zEW  და  ასახვა 

                                                                         
k
pEWg :                                                              (5.6)

უწყვეტია  zE -დან ინდუცირებულ ტოპოლოგიაში. ამასთან, ვთქვათ,  WK  არის 

კომპაქტ სიმრავლე. მაშინ ნებისმიერი 0 რიცხვისათვის, არსებობს zEV    ნულის 
ისეთი მიდამო, რომ

                          VzWKzzzpzp .''',)'','(,)''()'(                                   (5.7)

თეორემა 5.1.  (კარათეოდორი) ვთქვათ,  
k
zEM  .  მაშინ ნებისმიერი წერტილი 

)(Mcoz შეიძლება წარმოდგინდეს შემდეგი ფორმით 
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,
0




k

i
ii zz 

სადაც kiMz ii ,0,0,   და

k

i
i




0

.1

თეორემა 5.2.  (ბრაუერი) ვთქვათ,  zk Eggco }),...,({ 0 არის  k განზომილებიანი 
სიმპლექსი. მაშინ ნებისმიერ უწყვეტი ასახვას 

}),...,({}),...,({: 00 kk ggcozzcog 

აქვს უძრავი (ფიქსირებული) წერტილი, ე.ი. არსებობს წერტილი }),...,({ 0 kzzcoz ისეთი, 

რომ  .)( zzg 

თეორემა 5.3.ვთქვათ,  
k
zEM არის ამოზნექილი სიმრავლე, ვთქვათ M0 .  მაშინ 

არსებობს არაცარიელი k განზომილებიანი ვექტორი   ),...,( 1 k  ისეთი, რომ

.,0
1

Mzzz k
k

i
i 





ვთქვათ 
k
zEX  იყოს ლოკალურად ამოზნექილი ტოპოლოგიური ქვესივრცე, ე.ი. 

Xx წერტილის ნებისმიერი XVx  მიდამოსთვის, არსებობს ამოზნექილი XVx ˆ

მიდამო, რომელიც შედის xV -ში. მარტივად მტკიცდება შემდეგი ლემა.

ლემა 5.7.  ვთქვათ, Xxˆ იყოს ფიქსირებული წერტილი. ამასთან, xXV ˆ0  იყოს 

ამოზნექილი ნულის მიდამო, და ვთქვათ xXV ˆ1  იყსო გარკვეული ნულის მიდამო. 

მაშინ არსებობს 00  ისეთი რიცხვი, რომ

).,0(, 010  VV

ლემა 5.8.  ვთქვათ, D იყოს სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილი სიმრავლე, და ვთქვათ 

.),( 000 Dxz   ამასთან, ვთქვათ xXV ˆ0  და 00
  LV

იყოს ამოზნექილი 

შემოსაზრვრული ნულის მიდამო. მაშინ არსებობს 00  ისეთი რიცხვი, რომ
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).,(,),0(),(, 000  xdzVVzDzz 

ვთქვათ zE იყოს ტოპოლოგიური ვექტორული სივრცე და 
k
xEX  ლოკალურად 

ამოზნექილი ტოპოლოგიური სივრცე, ამასთან, ვთქვათ EXD  იყოს სასრულოდ 

ლოკალურად ამოზნექილი სიმრავლე და ვთქვათ მოცემულია ასახვა

                                                                     
m
PEDP :

                                                                  (5.8) 

და  იყოს ფილტრი   zE -ში.

][co აღვნიშნოთ ამოზნექილი ფილტრი, რომლის ელემენტები არიან  Wco

სიმრავლეები,  სადაც   W   არის  ფილტრის ნებისმიერი ელემენტი.

  ქვემოთ მოყვანილი თეორემა არის ანალოგი გამყრელიძე-ხარატიშვილის თეორემის, 

რომლებიც ეხება კრიტიკულობის აუცილებელი პირობა ასახვების განსასაზღვრად 

სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილ  სიმრავლეზე. 

თეორემა 5.4 [1–2].ვთქვათ, (5.6) ასახვა უწყვეტია ][co -ზე და კრიტიკულია  - ზე. 

ამასთან, ვთქვათ,  იყოს კვაზიამოზნექილი. მაშინ 

ნებისმიერი ),( 000 xz  წერტილისთვის, რომელიც მიეკუთვნება  ფილტრის ყველა 

სიმრავლეს, რომელშიდაც (5.6) აქვს (4.2) დიფერენციალი და არსებობს ელემენტი 

Ŵ ისეთი, რომ 
m
dpE სივრცის ნული არის შემოსაზღვრული წერტილი შემდეგი 

სიმრავლისა

                                                     
m
dpz EzWcodP  ))ˆ(( 00                                                               (5.9)   

დამტკიცება. დაშვებით, არსებობს ელემენტი 2,1, Wi ისეთი, რომ 

,,)( 21 DDWco    და ამასთან, ასახვა 

                                                                
m
pEWcoP )(: 1                                                            (5.10)

უწყვეტია და )()( 20 WPzP 
. ცხადია, 
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 213 WWW და )()( 30 WPzP  .

  ვთქვათ თეორემის პირობები სრულდება, მაგრამ ნებისმიერი W შედის D -ში, 

m
dpE0 არის შიგა წერტილი სიმრავლისა

.))(( 00

m
dpz EzWcodP 

ვაჩვენოთ, რომ ეს ეწინააღმდეგება 3W ელემენტის შერჩევას. მართლაც, დავამტკიცოთ 

შემდეგი განტოლების ამოხსნადობა z -ის მიმართ 

                                                            ,,)()( 30 WzpzPzP                                                  (5.11)

ნებისმიერი 
m
pEp ვექტორისთვის, რომლის მოდული არის საკმარისად მცირე და აქედან 

ჩვენ ვამტკიცებთ, რომ  )( 0zP არის შიგა წერტილი 
m
pEWP )( 3 სიმრავლისა, რაც 

ეწინააღმდეგება 3W ელემენტის შერჩევას.  აღვნიშნოთ 3
2

344 ))1(;( WmWWW  -ით 

 კვაზიამოზნექილი ფილტრის ელემენტი (იხ. განსაზღვრება 2.3), რომელიც 

აკმაყოფილებს შემდეგ პირობას: ნებისმიერი zEV  ნულის მიდამოსთვის და ნებისმიერი 

2)1(1  m წერტილებისთვის 
2)1(0 ,...,

m
zz

4W -დან , არსებობს უწყვეტი ასახვა

                                                      
,}),...,({: 3)1(0 2 Wzzco

m





                                                  (5.12)

რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 

                                                 
}).,...,({,))(( 2)1(0 


m

zzcozVzz 
                                  (5.13)

დაშვების თანახმად, 
m
dpE0 არის შიგა წერტილი ამოზნექილი სიმრავლისა

                                                              .))(( 040

m
dpz EzWcodP 

                                                (5.14)

აქედან გამომდინარე არსებობს 1m რაოდენობა წერტილები ),)(( 040
zWcodPdp zi 

რომლებიც არიან ზოგად მდგომარეობაში და ამასთან, m – განზომილებიანი 
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}),...,({ 0 mdpdpco შეიცავს  
m
dpE0 როგორც შიგა წერტილს (იხ. ლემა 5.4). (4.2)წრფივი 

ასახვით 

                                                  )).(())(( 0404 00
zWdPcozWcodP zz 

                                    (5.15)

ყოველი წერტილი ,,0)),(( 040
mizWdPcodp zi  წარმოდგება ფორმით





m

j
ijij

m

j
zijijiji zWdPdpdpdp

00
04 1,0,)(,

0


(იხ. თეორემა 5.1).  ვთქვათ  04 zWzij    არიან გარკვეული წინასახეები 

ijdp წერტილებისა განსაზღვრული ასახვით

,: 040

m
dpz EzWdP 

და ვთქვათ 

                                                                
.,0,

0

mizz
m

j
ijiji 





                                            (5.16)

ცხადია,

.,0,)(
0

midpzdP iiz 

ლემა 5.5–ის თანახმად, წერტილები  mixz iii ,0),,(   არიან ზოგად 

მდგომარეობაში და ასახვა

                                            }),...,({}),...,({: 000 mmz dpdpcozzcodP                                   (5.17)

არის ჰომეომორფიზმი.

  ვთქვათ }).,...,,({ 0000 mzzzzzcoz   მაშინ 

 
  


m

i

m

i

k

j
ijijiii zzzzz

0 0 0
00 
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m

i
ii

m

i

m

j
ijiji

m

i

m

j
iji zzz

00 0
00

0 0

1,0,)()1( 

(იხ.     (5.16)).

აქედან გამომდინარე 

   }).,...,,...,,({}),...,,({ 0000000000 mmijm zzzzzzzcozzzzzco                      (5.18)

ამასთან, ვაჩვენოთ, რომ თუ  1,0 , ადგილი აქვს შემდეგ ჩართვას 

          }).,...,,({}),...,({ 000000 mm zzzzzcozzcoz                                                 (5.19)

მართლაც, ცხადია ყოველი წერტილი }),...,({ 00 mzzcoz  წარმოიდგინება ფორმით

}).,...,,({)()1( 0000
0 0

000 m

m

i

m

i
iiii zzzzzcozzzzzz    

 

(5.18) და (5.19)  ჩართვებიდან გამომდინარეობს

 1,0,)()(}),...,,({}),...,({ 34000000   DWcoWcozzzzzcozzcoz mm

(5.20)        

თუ გავითვალისწინებთ

),()( 000   ExXzD

უკანასკნელ ჩართვას პირდაპირ მივიღებთ

                                                1,0),(}),...,({ 00   xXxxco m                                     (5.21)

  ვთქვათ,  EL 
0

იყოს ისეთი მრავალსახეობა, რომელიც წარმოქმნილია m ,...,, 00   

წერტილებით:

.},1,0,:{ 01

1

0
00

  




 m

m

i
iii miRL

ცხადია,

                                                          .}),...,({ 00 0
   Lco m                                          (5.22)
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ვთქვათ, 00 xXV  და 00
  LV იყოს ამოზნექილი შემოსაზღვრული ნულის 

მიდამოები. არსებობს რიცხვი )1,0(1    ისეთი, რომ

,}),...,({ 001 Vxxco m  .}),...,({ 01 Vco m 

(იხ. (5.21) და (5.22)). აქედან გამომდინარე,

.}),...,({ 001 VVzzco m  (5.23)

ვთქვათ, ).1,0(,)( 1  W ლემა (5.8)-დან გამომდინარეობს ისეთი ).1,0(2     რიცხვის 

არსებობა, რომ 

.),0(),(,)( 020 VVzDzwz  

აღვნიღნოთ 0d მანძილი 
m
dpE0

წერტილიდან შემოსაზღვრულ }),...,({ 0 mdpdpco

სიმპლექსამდე. 

  (5.8) ასახვის დიფერენციალობით 0z წერტილში არსებობს ),0( 23   ისეთი, რომ

))(()()()())((
000 zwozdPwzPzwzP z  

;),0(),( 03 VVz   (5.24)

ამასთან,

                .),0(),(,3/)(/))(( 03 VVzdwzwo  
                                                  (5.25)

ცხადია, (5.23)-თვის (5.24) და (5.25) ადგილი აქვს მიმართებებს 

}).,...,({),0(),( 03 mzzcoz  

(5.10) ასახვა არის უწყვეტი )( 3Wco -ზე 0
LX  სივრცის ტოპოლოგიაში. (5.24)-ის 

გამოყენებით დავასკვნით, რომ ყოველი ),0( 3  , ფუნქცია ))(( zwo  უწყვეტია 

}),...,({ 0 mxxco  სიმპლექსზე. 
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გარდა ამისა, არის P ასახვის უწყვეტობით  )( 3Wco -ზე და კომპაქტურობით 

)(}),...,({)( 300 Wcozzcowz k   გამომდინარეობს, რომყოველი ),0( 3  , 

არსებობსნულის    zEV         მიდამო რომ როცა 

                      ,),(}),,...,({)( "'
3

"
00

'
 Vzzwcozxxcowzz m                       (5.26)

გვაქვს

                                                                        dwzpzp 3/)()''()'(                                  (5.27)

(იხ ლემა 5.6).

(5.12) –(5.13) პირობებით და (5.18) მიმართებით პირდაპირ გამომდინარეობს უწყვეტ 

ასახვათა ოჯახის არსებობა

,}),...,,({: 40000 Wzzzzzco m  

დამოკიდებული ),0( 3  და აკმაყოფილებს პირობას

}).,...,,({,))(( 0000 mzzzzzcozVzz   

როცა ),,0( 3  სიმპლექსი }),...,({)( 00 kzzcowz  შედის }),...,,({ 0000 mzzzzzco     

სიმპლექსში (იხ. 5.19 ), საიდანაც მივიღებთ

                                 }).,...,({)(,))(( 00 mzzcowzzVzz                                    (5.28)

ახლა ვაჩვენოთ, რომ განტოლება

                           }).,...,({)3(,)()())(( 000 mzzcowzzpwzPzP                              (5.29)

ამოხსნადია z -ში  საკმარისად მცირე     და ნებისმიერი 
m
pEp

    აკმაყოფილებს პირობას

                                                                              .3/dp 
                                                          (5.30)

მართლაც გადავწეროთ განტოლება შემდეგი ფორმით
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}),,...,({)3()),(()()()()( 000 mzzcowzzzPzPpwzPzP   

ან გამოვიყენოთ (5.24) შემდეგი განტოლების სახით z -ში :

                              
,

)(

)))((())((

)(

))((
)( 00

0 



 

w

zwzPzwzP

w

zwo
pzPz




              (5.31)

(5.25)-(5.28) და (5.30) მიმართებებიდ გამომდინარეობს 

   
}),...,({

)(

)))((())((

)(

))((
0

00
mppco

w

zwzPzwzP

w

zwo
p 





  




                           (5.32)

საიდანაც დავასკვნით, რომ (5.31) განტოლება ეკვივალენტურია განტოლების 

                   







 
 

)(

)))((())((

)(

))((
)( 001
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w

zwzPzwzP

w

zwo
pzPz z

                   (5.33)

სადაც 

}),...,({}),...,({: 00
1

0 mmz dzdzcoppcodP  

არის (5.17) ასახვის უწყვეტი შეუღლებული ასახვა.

  ჩვენ შეგვიძლია (5.33) განტოლების მარჯვენა მხარე განვიხილოთ, როგორც 

}),...,({ 0 mdzdzco სიმპლექსის საკუთარ თავში ასახვა, და აქედან ამ ასახვის ყოველი 

ფიქსირებული წერტილი არის (5.33)  განტოლების ამონახსნი (იხ. თეორემა 5.2).  ამდენად 

დავამტკიცეთ განტოლების ამოხსნადობა ნებისმიერი p , რომელიც აკმაყოფილებს (5.30) 

და ამდენად,  (5.10) განტოლების ამოხსნადობა p -თვის, რომლის მოდულისაკმარისად 

მცირეა.

თეორემა 5.5. [1–2]. ვთქვათ, შესრულებულია თეორემა 5.4–ის პირობები. მაშინ 

ნებისმიერი 0z წერტილისათვის, რომელიც ეკუთვნის  ფილტრის ყველა სიმრავლეს და 

რომელზედაც არსებობს დიფერენციალი (4.2) , არსებობს ისეთი ელემენტი Ŵ  და 

ვექტორი 1( ,..., ) 0m    , რომ

                             
),)ˆ((,0)()( 0

1
00

zWcoconezzdPzdP
m

i

i
ziz  




                            

(5.33)



29

სადაც )ˆ(Wco აღნიშნავს კონუსს, რომელიც წარმოქმნილია Ŵ სიმრავლით.

დამტკიცება. (5.9) სიმრავლე, წარმოადგენს ამოზნექილი სიმრავლის სახეს წრფივი ასახვის 

მიმართ, ამიტომ იგი ამოზნექილია. აქედან გამომდინარე m
dpE0 არის (5.9) ამოზნექილი 

სიმრავლის საზღვრის წერტილი, თეორემა 5.3-ის  თანახმად არსებობს არანულოვანი m -

განზომილებიანი ვექტორი, რომლისთვისაც

0 0
ˆ( ) 0, ( ).zdP z z co W z     

აქედან მიიღება  (5.33).
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დასკვნა

   დამტკიცებულია თეორემა კვაზიამოზნექილ ფილტრზე განსაზღვრული  უწყვეტი ასა-
ხვის კრიტიკულობის აუცილებელიპირობის შესახებ. კრიტიკულობის აუცილებელი პი-
რობა მნიშნელოვან როლს თამაშობს ოპტიმალური ამოცანების გამოკვლევაში. სახე-
ლდობრ , კრიტიკულობის აუცილებელი პირობიდან  ოპტიმალური ამოცანისთვის გამო-
მდინარეობს ოპტიმალურობის ყველა აუცილებელი პირობა.  
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ანოტაცია



ნაშრომში, დამტკიცებულიათეორემაკვაზიამოზნექილფილტრზე განსაზღვრული  უწყვეტი ასახვის კრიტიკულობის აუცილებელიპირობის შესახებ. ეს თეორემა არის რ. გამყრელიძისა  და  გ. ხარატიშვილის ექსტრემალური ამოცანების თეორიის ცენტრალური შედეგი. კრიტიკულობის აუცილებელი პირობიდან  ოპტიმალური ამოცანისთვის გამომდინარეობს ოპტიმალურობის ყველა აუცილებელი პირობა.  






|

Summary

In the work is proved  a theorem about of  the necessary condition of criticality  of  the continuous mapping defined on the quasiconvex  filter. This theorem is  a central result   of  R. Gamkrelidze  and G.Kharatishvili  extremal problems theory. From the necessary condition of criticality follows  all necessary optimality conditions  for the optimal problem.  













































შესავალი



დოქტორანტის სემინარისთვის განკუთვნილ ნაშრომში გადმოცემულია ყველა  ის ძირითადი ცნება  და დამხმარე დებულება, რომლებიც   საფუძვლად  უდევს რ. გამყრელიძისა  და  გ. ხარატიშვილის მიერ  [1]-[2] შრომებში დამუშავებულ ექსტრემალური ამოცანების  თეორიას.  ამ თეორიის  ძირითადი შედეგია კვაზიამოზნექილ ფილტრზე მოცემული ასახვის კრიტიკულობის აუცილებელი პირობა, რომლისგან  ოპტიმალური მართვის ამოცანისთვის გამომდინარეობს  ოპტიმლურობის ყველა  აუცილებელი პირობა. 

  კვაზიამოზნექილი ფილტრის ცნება შემოღებული იყო რ. გამყრელიძის მიერ. კვაზიამოზნექილი ფილტრი პირველ რიგში არის ფილტრი კლასიკური აზრით და შემდეგ იგი აკმაყოფილებს გარკვეულ დამატებით პირობას, რომელშიც გამოყენებულია სივრცის ტოპოლოგია. აღსანიშნავია, რომ  ოპტიმალური მართვის ლოკალური ამოცანა ბუნებრივად უკავშირდება კლასიკურ ფილტრს და ამასთან ერთად თუ იგი აღმოჩნდა კვაზიამოზნექილი, მაშინ  სამართლიანია კრიტიკულობის აუცილებელი პირობა.  

    ნაშრომი, შედგება ხუთი პარაგრაფისგან. 1-4 პარაგრაფში მოყვანილია ძირითადი განმარტებები. ყველა განმარტება, რომელიც დაკავშირებულია ტოპოლოგიურ სივრცესთან აღებულია [3]-დან.  საილუსტრაციოდ მოყვანილია მაგალითები ლოკალურად ამოზნექილი ვექტორული ტოპოლოგიური სივრცის, კვაზიამოზნექილი ფილტრის, სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილი სიმრავლის.  გარდა ამისა, გამოთვლილია კონრეტული ასახვის დიფერენციალი. მეხუთე პარაგრაფში დამტკიცებულია რ. გამყრელიძისა და  გ.ხარატიშვილის თეორემა. 

  ნაშრომში , არ  არის მოცემული  აღნიშნული მეთოდის  გამოყენება ოპტიმალური ამოცანისთვის. ეს განხოციელებული  იქნება დოქტორატის მე-2  სემინარის  ფარგლებში.




1.  ლოკალურად ამოზნექილიტოპოლოგიური  ვექტორული  სივრცე. მაგალითი



1.1 ვექტორული  სივრცე.ვექტორული  სივრცე  არის ევკლიდეს  სამგანზომილებიანი













სივრცის  ბუნებრივი განზოგადოება.  და  ა. შ.  ელემენტების  ( ვექტორების , წერტილების ) ერთობლიობას  ეწოდება ვექტორული სივრცე, რომელსაც  აღვნიშნავთ  -თი, თუ მასში განმარტებულია ორი ალგებრული  ოპერაცია (ელემენტების ჯამი ; რიცხვისა და ელემენტის ნამრავლი): თუ  მაშინ თუ  მაშინ გარდა ამისა, შესრულებულია შემდეგი  პირობები:











არსებობს  ნულოვანი  ელემენტი; 





არსებობს  მოპირდაპირე  ელემენტი, შემდეგში ვისარგებლებთ ასე ჩაწერით

























განსაზღვრება 1.1.   სიმრავლეს ეწოდება ამოზნექილი, თუ ნებისმიერი  ელემენტებისათვის ადგილი აქვს , რომლებიც  აკმაყოფილებენ  პირობას







განსაზღვრება 1.2.სიმრავლეს ეწოდებაგაწონასწორებული, თუ  ნებისმიერი wertilisTvis











განსაზღვრება 1.3.სიმრავლეს ეწოდებამშთანთქავი,  თუ ნებისმიერი wertilisTvis  არსებობს    ისეთი, რომ roca 





1.2. ტოპოლოგიური სივრცე. ვექტორულსივრცეს ეწოდება  ტოპოლოგიური, თუ  შემოღებულია-s ქვესიმრავლეთა  ისეთი სისტემა/ერთობლიობა ( სისტემის ყოველ ელემენტს/სიმრავლესუწოდებენ ღია სიმრავლეს ), რომლისთვისაც შესრულებულია  შემდეგი აქსიომები:

1)  ღია  სიმრავლეების  ნებისმიერი რაოდენობის გაერთიანება  ღია სიმრავლეა;

2)   ღია სიმრავლეთა  სასრული რაოდენობის  თანაკვეთა ღია სიმრავლეა;



3)  ცარიელი  სიმრავლე და  ღია სიმრავლეა. 









სიმრავლეს ეწოდებაწერტილის მიდამო, თუ არსებობს ისეთი ღიასიმრავლე,  რომ ადგილი აქვს ჩართვას











წერტილს ეწოდება სიმრავლის შიგა წერტილი, თუ არსებობსწერტილის ისეთი  მიდამო, რომ 





სიმრავლის შიგა წერტილების ერთობლიობა არის ღია სიმრავლე, რომელიც შედის-ში.

ტოპოლოგიურ სივრცეს ეწოდება განცალებადი (ჰაუსდორფის) , თუ ორი განსხვავებული წერტილებისათვის არსებობს ისეთი მიდამოები, რომლებიც არ იკვეთებიან.













აღვნიშნოთ, წერტილის ყველა მიდამოების ერთობლიობა.ეწოდება ბაზისი, თუ ნებისმიერი არსებობს ისეთი , რომ 



1.3. ტოპოლოგიური ვექტორული სივრცე [3].ვექტორულ სივრცეს ეწოდება ვექტორული ტოპოლოგიური სივრცე, თუ მასში შემოღებულ ტოპოლოგიაში ასახვები





უწყვეტია.





-ში ლოკალურად ამოზნექილი ვექტორული ტოპოლოგიის შემოღება ხდება ნულის მიდამოებისბაზისით, რომელსაც აქვს შემდეგი თვისებები

1. 







ნებისმიერიდაარსებობსისეთი, რომ

1. 









და ნებისმიერიარსებობს    ისეთი, რომ როცამშთანთქავისიმრავლე;

1. 



, მაშინ ნებისმიერი და ადგილი აქვსგაწონასწორებული სიმრავლე;

1. 



, მაშინ

1. 

ამოზნექილი სიმრავლეა;

1. 









1.4. ლოკალურად ამოზნექილი ვექტორული ტოპოლოგიური სივრცის მაგალითი.































აღვნიშნოთკარათეოდორის ფუნქციების სიმრავლე, ე.ი  თითქმის ყველა ფიქსირებული  ფუნქცია  ფუნქცია უწყვეტია -ზე, ყოველი  ფიქსირებული ფუნქცია  ზომადია -ზე; გარდა ამისა , შესრულებულია პირობები: ყოველი  ფუნქციისათვის და კომპაქტისათვის არსებობს -ზე ინტეგრებადი ფუნქციებიდა (ეს ფუნქციები საზოგადოდ დამოკიდებულია და -ზე), ისეთი, რომ ადგილი აქვს უტოლობას













ფუნქციებს ეწოდება ექვივალენტური, თუ თითქმის ყველაადგილი აქვს ტოლობას









ექვივალენტურ ფუნქციებს ჩვენ კვლავ ვუწოდებთ ფუნქციას და აღვნიშნავთექვივალენტურ კლასების ერთობლიობა არის ვექტორული სივრცე და მას კვლავ აღვნიშნავთ.



სივრცეში შემოვიღოთ ტოპოლოგია ნულის მიდამოს შემდეგი ბაზისით



,

სადაც









ნებისმიერი კომპაქტია, ხოლონებისმიერი რიცხვია

ადვილია დასამტკიცებელია, რომ  ბაზისი აკმაყოფილებს ექვსივე თვისებას: 



1)                                 ;







2) ნებისმიერი   მშთანთქავი სიმრავლეა. მართლაც,  ნებისმიერი   არსებობს  ისეთი , რომ  



;

3) 

ნებისმიერი    გაწონასწორებული  სიმრავლეა;

4) 



ნებისმიერი    აკმაყოფილებს პირობას  

5) 

 ამოზნექილი  სიმრავლეა;

6) 







ეს  ბაზისი  ვექტორულ სივრცეს გადაქცეევს ლოკალურად ამოზნექილ ჰაუსდორფის ვექტორულ ტოპოლოგიურ სივრცედ.


1. კვაზიამოზნექილი ფილტრი. მაგალითი

ვთქვათ, ლოკალურად ამოზნექილი ვექტორული ტოპოლოგიური სივრცეა.

განსაზღვრება 2.1 [3]. სირცის ქვესიმრავლეთა სიმრავლეს ექოდება ფილტრი, თუ შესრულებულია შემდეგი პირობები:  

ა)თუ, მაშინ;

ბ) თუდა, მაშინ;

გ)  

წერტილის ყველა მიდამოების სიმრავლე არის ფილტრის მაგალითი.

განსაზღვერება 2.2 [3]. სივრცის ქვესიმრავლეთასიმრავლეს ეწოდება ფილტრის ბაზისი, თუ შესრულებულია შემდეგი პირობები:

ა)  თუ, მაშინ არსებობს ისეთი, რომ

ბ)  

ქვესიმრავლეთასიმრავლე არის ფილტრი, თუ მისი ყოველი სიმრავლისათვის არსებობს ბაზისის ისეთი სიმრავლე, რომელიც შედის მასში.

კვაზიამოზნექილი ფილტრის ცნება შემოღებული იყო რევაზ გამყრელიძის მიერ.

განსაზღვრება 2.3 [1–2].  ვთქვათარის ფილტრისივრცეში. ფილტრს ეწოდება კვაზი–ამოზნექილი, თუ ნებისმიერიელემენტისათვის და ნატურალურირიცხვისათვის არსებობს ელემენტი ისეთი, რომ ნებისმიერიწერტილებისათვის და ნულისმიდამოსათვის არსებობს ისეთი უწყვეტი ასახვა

,

რომელიც აკმაყოფილებს პირობას



ადვილი მისახვედრია, რომ ჩვენ ყოველთვის შეგვიძლია ვიგულისხმოთრაგდანაც ფილტრის ელემენტს აქვს თვისება. შემდეგში ვიგულისხმებთ, რომ

  ფილტრს ეწოდება ამოზნექილი, თუ მისი ბაზისი შედგება ამოზნექილი სიმრავლეებისგან. ამოზნექილი ფილტრი კვაზიამოზნექილია, აქ  ასახვის როლში გამოდგება იგივური ასახვა.

ვთქვათკომპაქტური სიმრავლეა, ხოლო ფუნქცია  უწყვეტია სიმრავლეზედა უწყვეტად წარმოებადია მიმართ.აღვნიშნოთ ზომად  ფუნქციების სიმრავლე.

ქვემოთ ჩამოვაყალიბებთ გამყრელიძის ლემას, რომელიც არსებით როლს თამაშობს ფილტრის კვაზიამოზნექილობის დამტკიცებაში.

განვიხილოთ სიმრავლე

.

ცხადია  შეიძლება გავაიგივოთსივრცის ქვესიმრავლესთან.

განვიხილოთ ინტერვალისდანაწილება:  

,

სადაც



ვთქვათ მოცემულია ფუნქციები და  დანაწილება. ყოველ



შევუსაბამოთ დანაწილებარაოდენობა ქვეინტერვალებად შემდეგი წესით



თუ  მაშინ შესაბამისი ინტერვალი გადაგვარდება წერტილად.

შემოვიღოთ ასახვა

(2.1)

შემდეგი ფორმით

 ,

სადაც

 .

ლემა 2.1. ( რ. გამყრელიძე). ნებისმიერიდანაწილებისათვის ასახვა  (2.1)ეწყვეტია ე.ი. ყოველი ფიქსირებულიწერტილისათვის და ნებისმიერი არსებობს , რომ



გარდა ამისა, ნებისმიერი არსებობს ისეთიდანაწილება, რომ



ე.ი.











სივრცე არის ეკვივალენტური კლასების ერთობლიობა, რომლებისც აკმაყოფილებენ პირობებს:არის კარათეოდორის ფუნქცია; თითქმის ყველა ფუნქციაუწყვეტად წარმოებადიამიმართ; ყოველიფუნქციაზომადია-ზე; ყოველი ფუნქციისათვის და კომპაქტისათვის არსებობს -ზე ინტეგრებადი ფუნქცია ისეთი რომ ადგილი აქვს უტოლობას



ცხადია, რომ



ბაზისი განსაზღვრავს ტოპოლოგიას- ში.- ში შემოვიღოთ ფილტრი შემდეგი ბაზისით: , სადაც

.

ეს ფილტრი ამოზნექილია ე.ი. კვაზიამოზნექილია. ახლა განვიხილოთ ფილტრი , რომლის ბაზისია, სადაც.

ლემა 2.2. ფილტრიკვაზიამოზნექილია. 

დამტკიცება. ვთქვათნებისმიერი ელემენტია.არსებობს ისეთივაჩვენთ, რომ როლში შეიძლება ავიღოთ. ნებისმიერიდაავაგოთ ზემოაღნიშნული წესით ასახვა : , სადაცარის- ისშესაბამისიწარმოდგენაში. გამყრელიძის ლემის თანახმად ასახვა უწყვეტია და



ლემის დასამტკიცებლად საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ

                                                                                                                                 (2.2)

მართლაც,





.

(2.2) დამტკიცებულია.






3. სასრულოდლოკალურად ამოზნექილი სიმრავლე.მაგალითი.



ვთქვათ,  სიმრავლეს







ეწოდება სასრულგანზომილებიანი წრფივი მრავალსახეობაწარმოშობილიწერტილებისგან. 









თუმაშინ ჩვენ ვიტყვით, რომ მრავალსახეობა გადის  წერტილზე და მას აღვნიშნავთ და ასე ჩავწერთ



.











ვთქვათარის ლოკალურად ამოზნექილი ქვესივრცე, ე.ი. , წერტილის ნებისმიერიმიდამოსთვის არსებობს ამოზნექილიმიდამო, რომელიც შედის -ში. 



განსაზღვრება 3.1. ვიტყვით, რომ წერტილები    არიან ზოგად მდგომარეობაში, თუ ვექტორები  არიან წრფივად დამოუკიდებელი.

განსაზღვრება 3.2.  ვთქვათ, წერტილები     





არიან ზოგად მდგომარეობაში. ამ წერტილების ამოზნექილი გარსს, ე.ი.





ეწოდება k-განზომილებიანი სიმპლექსი.

ცხადია,















განსაზღვრება 3.3. ვთქვათ  ვექტორული სივრცეა, ხოლო   ლოკალურად ამოზნექილი ტოპოლოგიური სივრცეა. სიმრავლეს ეწოდება სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილი, თუ ნებისმიერიწერტილისთვის და ნებისმიერი სასრულგანზომილებიანი წრფივი მრავალსახეობისთვის არსებობს ამოზნექილი მიდამოებიდაისეთი, რომ



.



შევნიშნავთ, რომ  სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილი სიმრავლის განსაზღვრისთვის არ არის საჭირო ტოპოლოგიის შემოღება -ში. იგი იყენებს სასრულ განზომილებიანი სივრცეების ტოპოლოგიას. ამიტომ ეწოდება მას  სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილი სიმრავლე.

მაგალითი 3.1. ვთქვათ   , სადაც   ამოზნექილი სიმრავლეა.  –თი აღვნიშნოთ ისეთი  წერტილების სიმრავლე, რომლის შესაბამის კოშის ამოცანას 



გააჩნდეს  ამონახსნი   , რომელიც განსაზღვრულია –ზე.  დავამტკიცოთ, რომ სიმრავლე  სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილია. მართლაც, ვთქვათ  ნებისმიერი  ფიქსირებული წერტილია,  ხოლო 

 არის  წერტილზე გამავალი ნებისმიერი ფიქსირებული წრფივი მრავალსახეობა. კოშის ამოცანის კორექტულობის თეორემის ძალით [],  არსებობს ისეთი   რომ  ნებისმიერი  წერტილს შეესაბამება ამონახსი განმარტებული –ზე, აქ    

,   , ,

. 

ცხადია, რომ    და   ამოზნექილი მიდამოებია.  სიმრავლის სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილობა  დამტკიცებულია. 







4. ასახვა და მისი დიფერენციალის გამოთვლა











ვთქვათ  არის   წერტილების ვექტორული სივრცე,   - ლოკალურად ამოზნექილი ტოპოლოგიური ქვესივრცე ,ხოლო   -სასრულოდ ლოკალურად  ამოზნექილი  სიმრავლეა. 

   განვიხილოთ  ასახვა 



                                                                       .                                                                (4.1)



განსაზღვრება 4.1.  (4.1) ასახვას  ეწოდება  დიფერენცირებადი 

წერტილში, თუ  არსებობს წრფივი ასახვა 



                                                           ,                                                (4.2)                         





სადაც  ,  თუ ნებისმიერი  მრავალსახეობის-

თვის ადგილი აქვს ტოლობა 











სადაც დაარის ნულის შემოსაზღვრული  ამოზნექილი მიდამოები;არის  რიცხვი , რომლისთვის შესრულებულია  პირობა 









თანაბრად მიმართ. 



დიფერენციალის გამოთვლა.  ყოველ ელემენტს  შევუსაბამოთ  კოშის ამოცანა









ვთქვათ  , სადაც ,ელემენტს  შეესაბამება ამონახსნი 

განვიხილოთ სივრცე









წერტილებით, სადაც

სიმრავლე





არის ლოკალურად ამოზნექილი ქვესივრცესივრციდან ინდუცირებულ ტოპოლოგიაში. 













აღვნიშნოთ ისეთიწერტილების სიმრავლე, რომლისთვისაც არსებობსამონახსნი.  არაცარიელია, რადგანსიმრავლესასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილია. 



სიმრავლეზე განვსაზღვროთ ასახვა



                                                                                                                                       (4.3)

ფორმულით



.









ლემა4.1. ვთქვათ არსებობს ზღვრები  , , სადაც   მაშინ  (4.3) ასახვა დიფერენცირებადია  წერტილში და







სადაც   არის 







განტოლებისამონახსნი, ერთეულოვანი მატრიცაა. 

დამტკიცება.  არსებობს  ამოზნექილი და შემოსაზღვრული მიდამოები





 და    (იხ. წინა პარაგრაფი )













ისეთი, რომ ნებისმიერი  ელემენტს შეესაბამება  ამონახსნი განმარტებული  აქედან გამომდინარე, არსებობს   და ამოზნექილი მიდამოები და, რომ   ახლა გამოვთვალოთ  სხვაობა 



სადაც  



.



ამონახსნის  ვარიაციის ფორმულის გამოყენებით  []  გვექნება 



,

სადაც 





ცხადია, რომ 





შემდეგ,





ზემოთ მიღებული გამოსახულებების გათვალისწინებით  გვექნება 



.

ამრიგად,



,

რომელიც  არის  წრფივი  ასახვა  





ლემა  4.1  დამტკიცებულია.



















5. ძირითადი თეორემების დამტკიცება



ლემა 5.1.ნებისმიერივექტორთასისტემისათვის



                                                                                                 (5.1)    წრფივადდამოუკიდებელი.



დამტკიცება. გავამრავლოთ (5.1)    -ზეშემდეგნაირად:







საიდანაც შესაკრებებში  -ის დამატებით და გამოკლებით მივიღებთ









აქედან გვექნება









საიდანაც მივიღებთ 









ე.ი.                                                                                 

ამდენად ვექტორთა (3) სისტემა წრფივად დამოუკიდებელია.                  

ლემა 5.2.  სიმპლექსი 



                                                                                                                 (5.2)

შეიცავს არაცარიელ შიგა წერტილს.

ლემა 5.3. (5.2) სიმპლექსის ყოველი zწერტილი შეიძლება წარმოდგინდეს ცალსახად შემდეგი ფორმით







                                    სადაც და                                   (5.3)













ლემა 5.4.ვთქვათ, და ამასთან, ვთქვათ,   ; მაშინ -ში არსებობს განზომილებიანი სიმპლექსი, რომელიც შედის -ში და შეიცავს  როგორც შიგა წერტილს.

ლემა 5.5.  ვთქვათ, მოცემულია წრფივი ასახვა 



                                                                                                                                     (5.4)













და  განზომილებიანი სიმპლექსი   .  ვთქვათ, არიან გარკვეული წინა სახეები   წერტილებისა, (5.4) ასახვის შესაბამისად. მაშინ   არის განზომილებიანი სიმპლექსი და ასახვის შეზღუდვა



                                                                                            (5.5)

არის ჰომეომორფიზმი.



ლემა 5.6.  ვთქვათ, მოცემულია   და  ასახვა 



                                                                                                                                      (5.6)









უწყვეტია   -დან ინდუცირებულ ტოპოლოგიაში. ამასთან, ვთქვათ,   არის კომპაქტ სიმრავლე. მაშინ ნებისმიერი რიცხვისათვის, არსებობს    ნულის ისეთი მიდამო, რომ



                                                          (5.7)





თეორემა 5.1.  (კარათეოდორი) ვთქვათ,   .  მაშინ ნებისმიერი წერტილი  შეიძლება წარმოდგინდეს შემდეგი ფორმით 









სადაც და





თეორემა 5.2.  (ბრაუერი) ვთქვათ,   არის  განზომილებიანი სიმპლექსი. მაშინ ნებისმიერ უწყვეტი ასახვას 









აქვს უძრავი (ფიქსირებული) წერტილი, ე.ი. არსებობს წერტილი ისეთი, რომ  









თეორემა 5.3.ვთქვათ,  არის ამოზნექილი სიმრავლე, ვთქვათ .  მაშინ არსებობს არაცარიელი განზომილებიანი ვექტორი   ისეთი, რომ















ვთქვათ იყოს ლოკალურად ამოზნექილი ტოპოლოგიური ქვესივრცე, ე.ი.  წერტილის ნებისმიერი მიდამოსთვის, არსებობს ამოზნექილი მიდამო, რომელიც შედის-ში. მარტივად მტკიცდება შემდეგი ლემა.









ლემა 5.7.  ვთქვათ,იყოს ფიქსირებული წერტილი. ამასთან, იყოს ამოზნექილი ნულის მიდამო, და ვთქვათ  იყსო გარკვეული ნულის მიდამო. მაშინ არსებობს ისეთი რიცხვი, რომ















 ლემა 5.8.  ვთქვათ,იყოს სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილი სიმრავლე, და ვთქვათ  ამასთან, ვთქვათ და იყოს ამოზნექილი შემოსაზრვრული ნულის მიდამო. მაშინ არსებობს ისეთი რიცხვი, რომ











ვთქვათიყოს ტოპოლოგიური ვექტორული სივრცე და ლოკალურად ამოზნექილი ტოპოლოგიური სივრცე, ამასთან, ვთქვათ იყოს სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილი სიმრავლე და ვთქვათ მოცემულია ასახვა



                                                                                                                                       (5.8) 





და იყოს ფილტრი   -ში.









აღვნიშნოთ ამოზნექილი ფილტრი, რომლის ელემენტები არიან  სიმრავლეები,  სადაც     არის  ფილტრის ნებისმიერი ელემენტი.

  ქვემოთ მოყვანილი თეორემა არის ანალოგი გამყრელიძე-ხარატიშვილის თეორემის, რომლებიც ეხება კრიტიკულობის აუცილებელი პირობა ასახვების განსასაზღვრად სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილ  სიმრავლეზე. 















თეორემა 5.4 [1–2].ვთქვათ, (5.6) ასახვა უწყვეტია  -ზე და კრიტიკულია -  ზე. ამასთან, ვთქვათ, იყოს კვაზიამოზნექილი. მაშინ ნებისმიერიწერტილისთვის, რომელიც მიეკუთვნება ფილტრის ყველა სიმრავლეს, რომელშიდაც (5.6) აქვს (4.2) დიფერენციალი და არსებობს ელემენტი ისეთი, რომ სივრცის ნული არის შემოსაზღვრული წერტილი შემდეგი სიმრავლისა



                                                                                                                   (5.9)   





დამტკიცება. დაშვებით, არსებობს ელემენტი ისეთი, რომ   და ამასთან, ასახვა 



                                                                                                                           (5.10)



უწყვეტია და . ცხადია, 





 და .







  ვთქვათ თეორემის პირობები სრულდება, მაგრამ ნებისმიერი შედის -ში, არის შიგა წერტილი სიმრავლისა









ვაჩვენოთ, რომ ეს ეწინააღმდეგება ელემენტის შერჩევას. მართლაც, დავამტკიცოთ შემდეგი განტოლების ამოხსნადობა -ის მიმართ 



                                                                                                            (5.11)





















ნებისმიერი ვექტორისთვის, რომლის მოდული არის საკმარისად მცირე და აქედან ჩვენ ვამტკიცებთ, რომ   არის შიგა წერტილი  სიმრავლისა, რაც ეწინააღმდეგება ელემენტის შერჩევას.  აღვნიშნოთ -ით კვაზიამოზნექილი ფილტრის ელემენტი (იხ. განსაზღვრება 2.3), რომელიც აკმაყოფილებს შემდეგ პირობას: ნებისმიერი ნულის მიდამოსთვის და ნებისმიერი  წერტილებისთვის -დან , არსებობს უწყვეტი ასახვა



                                                                                                        (5.12)

რომელიც აკმაყოფილებს პირობას 



                                                                                   (5.13)



დაშვების თანახმად, არის შიგა წერტილი ამოზნექილი სიმრავლისა



                                                                                                              (5.14)











აქედან გამომდინარე არსებობს რაოდენობა წერტილები  რომლებიც არიან ზოგად მდგომარეობაში და ამასთან, – განზომილებიანი  შეიცავს  როგორც შიგა წერტილს (იხ. ლემა 5.4). (4.2)წრფივი ასახვით 



                                                                                      (5.15)



ყოველი წერტილი  წარმოდგება ფორმით









(იხ. თეორემა 5.1).  ვთქვათ    არიან გარკვეული წინასახეები წერტილებისა განსაზღვრული ასახვით





და ვთქვათ 



                                                                                                            (5.16)

ცხადია,







ლემა 5.5–ის თანახმად, წერტილები  არიან ზოგად მდგომარეობაში და ასახვა



                                                                             (5.17)

არის ჰომეომორფიზმი.



  ვთქვათ მაშინ 









(იხ.     (5.16)).

აქედან გამომდინარე 



                      (5.18)



ამასთან, ვაჩვენოთ, რომ თუ , ადგილი აქვს შემდეგ ჩართვას 



                                                         (5.19)



მართლაც, ცხადია ყოველი წერტილი  წარმოიდგინება ფორმით





(5.18) და (5.19)  ჩართვებიდან გამომდინარეობს



 (5.20)        

თუ გავითვალისწინებთ





უკანასკნელ ჩართვას პირდაპირ მივიღებთ



                                                                                   (5.21)





  ვთქვათ, იყოს ისეთი მრავალსახეობა, რომელიც წარმოქმნილია   წერტილებით:





ცხადია,



                                                                                                   (5.22)







ვთქვათ, და იყოს ამოზნექილი შემოსაზღვრული ნულის მიდამოები. არსებობს რიცხვი  ისეთი, რომ







(იხ. (5.21) და (5.22)). აქედან გამომდინარე,



(5.23)





ვთქვათ, ლემა (5.8)-დან გამომდინარეობს ისეთი    რიცხვის არსებობა, რომ 











 აღვნიღნოთ  მანძილი  წერტილიდან შემოსაზღვრულ  სიმპლექსამდე. 





  (5.8) ასახვის დიფერენციალობით  წერტილში არსებობს  ისეთი, რომ







(5.24)

ამასთან,



                                                                  (5.25)



ცხადია, (5.23)-თვის (5.24) და (5.25) ადგილი აქვს მიმართებებს 











(5.10) ასახვა არის უწყვეტი -ზე სივრცის ტოპოლოგიაში. (5.24)-ის გამოყენებით დავასკვნით, რომ ყოველი  , ფუნქცია უწყვეტია სიმპლექსზე. 











გარდა ამისა, არის ასახვის უწყვეტობით  -ზე და კომპაქტურობით  გამომდინარეობს, რომყოველი  , არსებობსნულის             მიდამო რომ როცა 



                                           (5.26)

გვაქვს



                                                                                                        (5.27)

(იხ ლემა 5.6).

(5.12) –(5.13) პირობებით და (5.18) მიმართებით პირდაპირ გამომდინარეობს უწყვეტ ასახვათა ოჯახის არსებობა







დამოკიდებული და აკმაყოფილებს პირობას











როცა სიმპლექსი  შედის  სიმპლექსში (იხ. 5.19 ), საიდანაც მივიღებთ



                                                                 (5.28)

ახლა ვაჩვენოთ, რომ განტოლება



                                                      (5.29)







ამოხსნადია -ში  საკმარისად მცირე    და ნებისმიერი     აკმაყოფილებს პირობას



                                                                                                                                        (5.30)

მართლაც გადავწეროთ განტოლება შემდეგი ფორმით







ან გამოვიყენოთ (5.24) შემდეგი განტოლების სახით -ში :



                                             (5.31)

(5.25)-(5.28) და (5.30) მიმართებებიდ გამომდინარეობს 



                              (5.32)

საიდანაც დავასკვნით, რომ (5.31) განტოლება ეკვივალენტურია განტოლების 



                                      (5.33)

სადაც 





არის (5.17) ასახვის უწყვეტი შეუღლებული ასახვა.







  ჩვენ შეგვიძლია (5.33) განტოლების მარჯვენა მხარე განვიხილოთ, როგორც  სიმპლექსის საკუთარ თავში ასახვა, და აქედან ამ ასახვის ყოველი ფიქსირებული წერტილი არის (5.33)  განტოლების ამონახსნი (იხ. თეორემა 5.2).  ამდენად დავამტკიცეთ განტოლების ამოხსნადობა ნებისმიერი , რომელიც აკმაყოფილებს (5.30) და ამდენად,  (5.10) განტოლების ამოხსნადობა -თვის, რომლის მოდულისაკმარისად მცირეა.









თეორემა 5.5. [1–2].  ვთქვათ, შესრულებულია თეორემა 5.4–ის პირობები. მაშინ ნებისმიერი წერტილისათვის, რომელიც ეკუთვნის ფილტრის ყველა სიმრავლეს და რომელზედაც არსებობს დიფერენციალი (4.2) , არსებობს ისეთი ელემენტი და ვექტორი , რომ



                                                         (5.33)





სადაც აღნიშნავს კონუსს, რომელიც წარმოქმნილია  სიმრავლით.





დამტკიცება. (5.9) სიმრავლე, წარმოადგენს ამოზნექილი სიმრავლის სახეს წრფივი ასახვის მიმართ, ამიტომ იგი ამოზნექილია. აქედან გამომდინარე  არის (5.9) ამოზნექილი სიმრავლის საზღვრის წერტილი, თეორემა 5.3-ის  თანახმად არსებობს არანულოვანი -განზომილებიანი ვექტორი, რომლისთვისაც





აქედან მიიღება  (5.33).































დასკვნა

   დამტკიცებულია თეორემა კვაზიამოზნექილ ფილტრზე განსაზღვრული  უწყვეტი ასახვის კრიტიკულობის აუცილებელიპირობის შესახებ. კრიტიკულობის აუცილებელი პირობა მნიშნელოვან როლს თამაშობს ოპტიმალური ამოცანების გამოკვლევაში. სახელდობრ , კრიტიკულობის აუცილებელი პირობიდან  ოპტიმალური ამოცანისთვის გამომდინარეობს ოპტიმალურობის ყველა აუცილებელი პირობა.  







































ლიტერატურა

1. R. V. Gamkrelidze   and  G. L. Kharatishvili, Extremal problemsin linear topological spaces. 1. Math. Syst. Theory,1 (1) (1967),  229-256. 

2. R. V. Gamkrelidze   and  G. L. Kharatishvili, Extremal problemsin linear topological spaces . ( Russian ), Izv. Akad. NaukSSSR,Ser. Mat., 33 (4)  (1969) ,781-839. 

3.  A. Robertson  and V. Robertson, Topological vector  spaces.(Russian), "Mir",Moscow, 1967.
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