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ანოტაცია 

ცნობილია, რომ არსებობს უწყვეტი ფუნქცია, რომლის ფურიეს მწკრივი უოლშის სისტემის 

მიმართ განშლადია წერტილში, ე.ი. უწყვეტ ფუნქციათა კლასი არ უზრუნველყოფს ფურიე-

უოლშის მწკრივების თანაბარ კრებადობას. გვჭირდება დამატებითი პირობები, იმისათვის რომ 

ამ პირობებმა უწყვეტ ფუნქციათა კლასიდან გამოყოს ქვეკლასი, რომელიც უზრუნველყოფს 

ფურიე-უოლშის მწკრივების თანაბარ კრებადობას. ქვეკლასების დახასიათების ორი გზა 

არსებობს: 

1. უწყვეტობის მოდულის ტერმინებში 

2. ფუნქციათა სასრული ოსცილაციის პირობებში 

ორივე მიმართულებას საკმაოდ დიდი ისტორია აქვს. ამ მიმართულებით გამოვყოფთ 

ფუნდამენტურ შრომებს შემდეგი ავტორებით: ჟორდანი, ვინერი, იუნგი, მარცინკევიჩი, 

ჭანტურია, კიტი და იონედა, ახობაძე და სხვანი. კიტმა და იონედამ შემოიღეს განზოგადებული 

ვინერის კლასები და ამ კლასების ფუნქციებისთის დაადგინეს უწყვეტობის მოდულისათვის 

საკმარისი პირობა, რომელიც უზრუნველყოფდა ფურიე-უოლშის მწკრივებისათვის თანაბარ 

კრებადობას.ამ პირობების გარკვეული აზრით გაუძლიერებადობა მიღებული იყო გოგინავას 

მიერ და ასევე მის მიერ ანალოგიური თეორემები იყო დამტკიცებული ფურიე-უოლშის 

მწკრივებისათვის. 

რაც შეეხება, ჩეზაროს უარყოფითი რიგის შეჯამებადობის საკითხებს, ცნობილია, რომ თუ 𝑓 ∈

𝑉𝑝,   𝑝 <
`1

𝛼
, მაშინ 𝐶−𝛼 − საშუალოები თანაბრად კრებადია ყოველი უწყვეტი ფუნქციისთვის, 

რომელიც ეკუთვნის 𝑉𝑝 კლასს, ხოლო როცა 𝑝 =
1

𝛼
, მაშინ ანალოგიურ დებულებას საზოგადოდ 

ადგილი არ აქვს. ჩვენ ვიხილავთ კიტასა და იონედას მიერ განზოგადებულ ვინერის კლასებს, 

როცა 𝑃(𝑛) მაჩვენებელი მიისწრაფის 
1

𝛼
-სკენ და ამ კლასებისთვის დადგენილია უწყვეტობის 

მოდულის ტერმინებში საკმარისი პირობა, რომელიც უზრუნველყოფს ფურიე-უოლშის 

მწკრივების ჩეზაროს უარყოფითი რიგის საშუალოების  𝑓 ფუნქციისაკენ კრებადობას. 
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სარჩევი 
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შესავალი 

 

  ამ ნაშრომში გამოკვლეულია უოლშ-ფურიეს მწკრივების ჩეზაროს უარყოფითი რიგის 

საშუალოების კრებადობა განზოგადებული შემოსაზღვრული ოსცილაციის ფუნქციათა 

კლასებისთვის. 

ვთქვათ  r0(x) არის ფუნქცია, განსაზღვრული [0,1) ინტერვალზე და აქვს შემდეგი სახე: 

 

𝑟0(𝑥)= {
1, თუ 𝑥 ∈ [0,

1

2
)

−1,თუ 𝑥 ∈ [
1

2
, 1)

,      𝑟0(𝑥 + 1) = 𝑟0(𝑥). 

 

რადემახარის სისტემა განსაზღვრულია შემდეგი სახით: 

 

𝑟𝑛(𝑥)=𝑟0(2
𝑛𝑥)    n≥ 1 𝑥 ∈ [0,1). 

ვთქვათ  𝜔0, 𝜔1, … წარმოადგენს უოლშის ფუნქციებათა მიმდევროვრობას. ე.ი.    𝜔0=1  

და თუ  k=2𝑛1+…+2𝑛𝑠 არის დადებითი მთელი რიცხვი, 𝑛1 > 𝑛2 > ⋯ > 𝑛𝑠 მაშინ  

𝜔𝑘(𝑥) = 𝑟𝑛1 × …× 𝑟𝑛𝑠(𝑥) 

რადემახარის ფუნქციათა ნამრავლის გამოყენებით უოლშის ფუნქციათა განსაზღვრის იდეა 

პირველად გამოიყენა პოლიმ[17]. 

 

უოლშ-დირიხლეს გული განსაზღვრულია შემდეგნაირად: 

 



 
5 

 

𝐷𝑛(𝑥) = ∑𝑤𝑘(𝑥)

𝑛−1

𝑘=0

 

 

გავიხსენოთ, რომ  

(1)                                                           𝐷2𝑛(𝑥) = {
   2𝑛,თუ 𝑥 ∈ [0,

1

2𝑛
)  

0,     თუ  𝑥 ∈ [
1

2𝑛
, 1)

 

ასევე, ცნობილია  დირიხლეს გულის ქვემოდან და ზემოდან შემოსაზღვრულობა: 

ვთქვათ, 𝑥 ∈ (0,1),  მაშინ სამართლიანია შემდეგი: 

|𝐷𝑛(𝑥)| ≤ 𝑚𝑖𝑛 {𝑛,
2

𝑥
} 

დამტკიცება:ვთქვათ 2−𝑗 ≤ 𝑥 ≤ 2−𝑗+1, 𝑗 = 0,1,…𝑁, 2𝑛 ≤ 𝑛 ≤ 2𝑁+1 . მაშინ  

|𝐷𝑛(𝑥)| = |∑𝑛𝑘𝑤2𝑘(𝑥)𝐷2𝑘(𝑥)

𝑗−1

𝑘=0

| ≤ ∑2𝑘 < 2𝑗

𝑗−1

𝑘=0

 

მეორეს მხრივ, როცა 𝑥 ∈ (0, 2−𝑁) გვაქვს  

|𝐷𝑛(𝑥)| ≤ 𝑛 

თეორემა დამტკიცებულია. 

დირიხლეს გულის ქვემოდან შემოსაზღვრულობის პრინციპი: 

ვთქვათ,  

𝑛 = ∑22𝑘 ,   2−2𝑚−1 ≤ 𝑥 < 1

𝑚

𝑘=0

 

მაშინ სამართლიანია შემდეგი: 

|𝐷𝑛(𝑥)| ≥
1

4𝑥
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დამტკიცება: ვთქვათ 2−𝑗 ≤ 𝑥 < 2−𝑗+1, მაშინ ადვილია დასანახია, რომ 

|𝐷𝑛(𝑥)| = |∑𝑛𝑘2
𝑘 − 𝑛𝑗−12

𝑗−1

𝑗−2

𝑘=0

| 

რადგანაც 𝑛𝑗−1 + 𝑛𝑗 = 1  ამიტომ 

|𝐷𝑛(𝑥)| = |∑𝑛𝑘2
𝑘 − 𝑛𝑗−12

𝑗−1

𝑗−2

𝑘=0

| ≥ 2𝑗−2 ≥
1

4𝑥
 

 

ვიგულისხმოთ, რომ 𝑓 არის ლებეგის აზრით ინტეგრებადი ფუნქცია, რომელიც განსაზღვრულია 

[0,1) ინტერვალზე და არის 1-პერიოდული. მაშინ უოლშ-ფურიეს  მწკრივები განსაზღვრული 

იქნება შემდეგნაირად: 

∑𝑓(𝑘)𝑤𝑘(𝑥)

∞

𝑘=0

 

 

სადაც, 

𝑓(𝑘) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑤𝑘(𝑡)𝑑𝑡
1

0

 

 

არის 𝑓   ფუნქციის უოლშ-ფურიეს მწკრივის  k-ური კოეფიციენტი. 

𝑆𝑛(𝑓, 𝑥)-ით აღვნიშნოთ 𝑓 ფუნქციის  უოლშ-ფურიეს მწკრივის კერძო ჯამი. 

𝑆𝑛(𝑓, 𝑥) = ∑𝑓˄(𝑘)𝑤𝑘(𝑥)

𝑛−1

𝑘=0

 

ცხადია, რომ   
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𝑆𝑛(𝑓, 𝑥) = ∫𝑓(𝑥 + 𝑡)𝐷𝑛(𝑡)𝑑𝑡

1

0

 

 

უოლშ-ფურიეს მწკრივის ჩეზაროს (𝐶, 𝛼) საშუალოები განსაზღვრულია შემდეგნაირად : 

𝜎𝑛
𝛼(𝑓, 𝑥) =

1

𝐴𝑛
𝛼∑𝐴𝑛−𝑘

𝛼 𝑓˄(𝑘)𝑤𝑘(𝑥)

𝑛

𝑘=0

 

სადაც 

𝐴𝑛
𝛼 =

(𝛼 + 1)… (𝛼 + 𝑛)

𝑛!
   𝛼 ≠ −1,−2,… 

(2)                                                                            𝐴𝑛
𝛼 ∼ 𝑛𝛼 

უოლშ-ფურიეს მწკრივის ჩეზაროს საშუალოები ასევე შეგვიძლია განვსაზღვროთ ინტეგრალური 

ფორმით: 

𝜎𝑛
𝛼(𝑓; 𝑥) = ∫𝑓𝑓(𝑥 + 𝑡)𝐾𝑛

𝛼(𝑡)𝑑𝑡

1

0

 

სადაც  

𝐾𝑛
𝛼(𝑡) =

1

𝐴𝑛
𝛼∑𝐴𝑛−𝑣

𝛼 
𝑣
(𝑡)

𝑛

𝑣=0

 

 

ვთქვათ 𝐶([0,1]) აღნიშნავს  𝑓   უწყვეტ ფუნქციათა კლასს, პერიოდით 1. თუ 𝑓 ∈ 𝐶([0,1]),       

მაშინ  ფუნქციას 

𝑤(𝛿, 𝑓) = 𝑠𝑢𝑝{|𝑓(𝑥′) − 𝑓(𝑥′′)|: |𝑥′ − 𝑥′′| ≤ 𝛿, 𝑥′, 𝑥′′ ∈ [0,1]} 

ეწოდება  𝑓 ფუნქციის უწყვეტობის მოდული. 

რაიმე  𝑓 ∈ 𝐶([0,1]) ფუნქციის უწყვეტობის მოდულს აქვს შემდეგი თვისებები: 
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1) 𝑤(0)=0 

2) 𝑤(𝛿)  არაკლებადია 

3) 𝑤(𝛿)უწყვეტია  [0,1] ინტერვალზე 

4) 𝑤(𝛿1 + 𝛿2) ≤ 𝑤(𝛿1) + 𝑤(𝛿2), 0 ≤ 𝛿1 ≤ 𝛿2 ≤ 𝛿1 + 𝛿2 ≤ 1. 

 

𝑤(𝛿) ფუნქციას, რომელიც განსაზღვრულია [0,1] ინტერვალზე და აქვს (1)-(4) თვისებები, 

ეწოდება უწყვეტობის მოდული. როცა უწყვეტობის მოდული 𝑤(𝛿) მოცემულია, მაშინ 

𝐻𝑤აღინიშნება 𝑓 ∈ 𝐶([0,1]) ფუნქციათა კლასი, რომლისთვისაც 

 

𝑤(𝛿, 𝑓) = 𝑂(𝑤(𝛿)), როცა  𝛿 → 0 

 

           𝐶𝜔([0,1]) არის   𝑓 ∈ [0,1) → 𝑅 ფუნქციების სიმრავლე , რომლებიც არიან თანაბრად 

უწყვეტნი [0,1)- ის ორობითი ტოპოლოგიიდან R-ის ჩვეულებრივ ტოპოლოგიაში, ან მოკლედ 

რომ ვთქვათ:W- უწყვეტები. 

ვთქვათ 𝑓 განსაზღვრულია [0,1)-ზე. ახლა განვსაზღვროთ ორობითი უწვეტობის 

მოდული: 

𝑤(𝛿, 𝑓) = 𝑠𝑢𝑝0≤ℎ≤𝛿𝑠𝑢𝑝𝑥|𝑓(𝑥 ⊕ ℎ)− 𝑓(𝑥)| 

სადაც  ⊕ აღნიშნავს ორობით ჯამს, რომელიც განიმარტება შემდეგნაირად: 

ნებისმიერი 𝑛,𝑚 ∈ 𝑁   

𝑛 ⊕𝑚 ≔∑|𝑛𝑘 −𝑚𝑘|2
𝑘

∞

𝑘=0

, 𝑛𝑘,𝑚𝑘 = 0,1 

 ( იხ.[12], [19]). 

უოლშ-ფურიეს მწკრივების ჩეზაროს უარყოფითი რიგის საშუალოების კრებადობა შესწავლილია 

[4],[7],[10],[9],[8],[17],[18],[19] 

თევზაძემ [20] შეისწავლა უოლშ-ფურიეს მწკრივების უარყოფითი რიგის ჩეზაროს საშუალოების 

კრებადობა. კერძოდ, 𝑓 ∈ 𝐶𝑊([0,1])  ფუნქციის უწყვეტობის მოდულისა და ფუნქციის ვარიაციის 
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ტერმინებში, მან გამოიყვანა კრიტერიუმი ფურიეს მწკრივების ჩეზაროს უარყოფითი რიგის 

საშუალოების  თანაბარი კრებადობისთვის უოლშის სისტემის მიმართ. 

[9]-ში გოგინავამ გამოიკვლია ამოცანა 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 ის მიახლოების შესახებ ფუნქციის უოლშ-ფურიეს 

მწკრივების ჩეზაროს უარყოფითი რიგის საშუალოებიდან  𝐿𝑝 − მეტრიკულ სივრცეში, 𝑝 ∈ [1,∞) 

იგივე შედეგი იყო მიღებული უოლშ-კაჩმაჟის  სისტემისთვის ნაგისა [16] და გატის მიერ, ნაგი[6]. 

[24]-ში (ნაწილი 1, თავი 4) ჟიჟიაშვილმა გამოიკვლია ქცევა ტრიგონომეტრიული მწკრივების 

ჩეზაროს უარყოფითი რიგის საშუალოებისა დეტალურად. 

ჟორდანის მეირ იქნა წარმოდგენილი ფუნქციის შემოსაზღვრული ვარიაციის ცნება. ამ ცნების 

განზოგადებით ვინერმა[22] წარმოადგინა  𝑉𝑃  ფუნქციათა კლასი. უინიგმა [23] წარმოადგინა 

ფუნქციები შემოსაზღვრული   Ф-ვარიაციით. ვატერმანმა[21] შეისწავლა ფუნქციები 

შემოსაზღვრული Λ −ვარიაციით. ჭანტურიამ [3] განსაზღვრა ფუნქციის ვარიაციის მოდული. 

1990 წელს , კიტამ და იონედამ [15] წარმოადგინეს განზოგადებული ვინერის კლასის ცნება 

𝐵𝑉(𝑝(𝑛) ↑ 𝑝).  𝐵𝑉(𝑝(𝑛) ↑ 𝑝)  კლასის განზოგადებით, ახობაძემ [1,2] განიხილა ფუნქციათა 

შემდეგი კლასები: 𝐵𝑉(𝑝(𝑛) ↑ 𝑝, 𝜑)   და 𝐵Λ(p(n)↑ 𝑝), 𝜑).  

განსაზღვრება 1. ვიტყვით, რომ ფუნქცია ეკუთვნის 𝐵𝑉(𝑝(𝑛) ↑ ∞) კლასს, თუ სრულდება შემდეგი 

     𝑉(𝑓; 𝑝(𝑛) ↑ 𝑝) =      

𝑠𝑢𝑝𝑛≥1𝑠𝑢𝑝 {(∑ |𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥′𝑘)|
𝑝(𝑛)

2𝑛−1

𝑘=0

)

1/𝑝(𝑛)

: 𝑝() ≥
1

2𝑛
} < +∞ 

სადაც  𝑝() = 𝑖𝑛𝑓𝑘|𝑥𝑘 − 𝑥′𝑘| 

განსაზღვრება 2.  [11] ვთქვათ 1 ≤ 𝑝(𝑛) ↑ 𝑝   , როცა 𝑛 → ∞  სადაც 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. ვიტყვით, რომ 

ფუნქცია ეკუთვნის 𝐵𝑂(𝑝(𝑛) ↑ 𝑝) კლასს, თუ  

 

𝑂(𝑓; 𝑝(𝑛) ↑ 𝑝) ≔  𝑠𝑢𝑝𝑛 {∑ 𝑠𝑢𝑝𝑡,𝑢∈[𝑙2−𝑛∗(𝑙+1)2−𝑛]|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)|
𝑝(𝑛)

2𝑛−1

𝑙=0

}

1
𝑝(𝑛)

< ∞ 
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როცა p(n)=p  ყოველი n-სთვის ,  𝐵𝑂(𝑝(𝑛) ↑ 𝑝)ემთხვევა  p-შემოსაზღვრული ოსცილაციის 

𝐵𝐹𝑝 კლასს [19]. 

შემოსაზღვრული ოსცილაციის  მქონე ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტების შეფასება 

ვილენკინის სისტემის მიმართ შესწავლილი იყო გატისა და ტოლედოს მიერ [5]. 

 

ლემა 1. (Onnewer) ვთქვათ 𝑓 ∈ 𝐶𝑤([0,1])  და  

∑
1

𝑘
|𝑓 (𝑥 ⊕

2𝑘

2𝑛+1
) − 𝑓 (𝑥 ⊕

2𝑘 + 1

2𝑛+1
)|

2𝑛−1

𝑘=1

→ 0  როცა  𝑛 → ∞ 

თანაბრად 𝑥-ის მიმართ. მაშინ  𝑓 ფუნქციის ფურიე-უოლშის მწკრივები თანაბრად კრებადია 

([0,1])-ზე. 

თეორემა 1. ვთქვათ 𝑓 არის ფუნქცია 𝐵𝑉(𝑝(𝑛) ↑ ∞) კლასიდან და 

𝑤 (
1

2𝑛
, 𝑓) = 𝑜 (

1

𝑝(𝑛 + 1)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑛 + 1)
) ,     𝑛 → ∞ 

მაშინ 𝑓 ფუნქციის უოლშ-ფურიეს მწკრივი თანაბრად კრებადია [0,1] ინტერვალზე. 

დამტკიცება: ლემა 1.-ზე დაყრდნობით, საკმარისია დავამტკიცოთ, რომ  

∑
1

𝑘
|𝑓 (𝑥 ⊕

2𝑘

2𝑛+1
) − 𝑓 (𝑥 ⊕

2𝑘 + 1

2𝑛+1
)| → 0

2𝑛−1

𝑘=1

 

თანაბრად 𝑥-ის მიმართ, როცა  n→ ∞. 

აბელის გარდაქმნით  გვექნება: 

(3)                                                             ∑
1

𝑘
|𝑓 (𝑥 ⊕

2𝑘

2𝑛+1
) − 𝑓 (𝑥 ⊕

2𝑘 + 1

2𝑛+1
)|

2𝑛−1

𝑘=1

 

= ∑ (
1

𝑘
−

1

𝑘 + 1
)∑|𝑓 (𝑥 ⊕

2𝑙

2𝑛+1
) − 𝑓 (𝑥 ⊕

2𝑙 + 1

2𝑛+1
)|

𝑘

𝑙=1

2𝑛−2

𝑘=1
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+
1

2𝑛 − 1
∑ |𝑓 (𝑥⊕

2𝑘

2𝑛+1
) − 𝑓 (𝑥 ⊕

2𝑘 + 1

2𝑛+1
)| = 𝐼 + 𝐼𝐼

2𝑛−1

𝑘=1

 

ცხადია  რომ,  

(4)                                                                           𝐼𝐼 = 𝑂 (𝑤 (
1

2𝑛
, 𝑓)) = 𝑜(1),    𝑛 → ∞ 

განვსაზღვროთ   𝑚0(𝑛) = 4
𝑝(𝑛+1)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑛+1) ,  ჰელდერის უტოლობით და თეორემის პირობით 

გვექნება 

(5)                                                   𝐼 ≤ ∑
1

𝑘2
∑|𝑓 (𝑥⊕

2𝑙

2𝑛+1
) − 𝑓 (𝑥 ⊕

2𝑙 + 1

2𝑛+1
)|

𝑘

𝑙=1

2𝑛−2

𝑘=1

 

= ∑
1

𝑘2

𝑚0(𝑛)

𝑘=1

∑|𝑓 (𝑥⊕
2𝑙

2𝑛+1
) − 𝑓 (𝑥 ⊕

2𝑙 + 1

2𝑛+1
)|

𝑘

𝑙=1

 

+ ∑
1

𝑘2

2𝑛−2

𝑘=𝑚0(𝑛)+1

∑|𝑓 (𝑥⊕
2𝑙

2𝑛+1
) − 𝑓 (𝑥 ⊕

2𝑙 + 1

2𝑛+1
)|

𝑘

𝑙=1

 

≤ 𝑐 {𝑤 (
1

2𝑛
, 𝑓) 𝑙𝑜𝑔2𝑚0(𝑛) + ∑

1

𝑘2

2𝑛−2

𝑘=𝑚0(𝑛)+1

 

× (∑|𝑓 (𝑥⊕
2𝑙

2𝑛+1
) − 𝑓 (𝑥 ⊕

2𝑙 + 1

2𝑛+1
)|
𝑝(𝑛+1)𝑘

𝑙=1

)

1/𝑝(𝑛+1)

𝑘1−1/𝑝(𝑛+1)} 

≤ 𝑐 {𝑤 (
1

2𝑛
, 𝑓) 𝑙𝑜𝑔2𝑚0(𝑛) + ∑

𝑉(𝑓; 𝑝(𝑛) ↑ ∞)

𝑘1+1/𝑝(𝑛+1)

2𝑛−2

𝑘=𝑚0(𝑛)+1

} 

≤ 𝑐 {𝑤 (
1

2𝑛
, 𝑓) 𝑙𝑜𝑔2𝑚0(𝑛) + ∑

1

𝑘1+1/𝑝(𝑛+1)

2𝑛−2

𝑘=𝑚0(𝑛)+1

} 

≤ 𝑐 {𝑤 (
1

2𝑛
, 𝑓) 𝑙𝑜𝑔2𝑚0(𝑛) + 𝑝(𝑛 + 1) (

1

𝑚0(𝑛)
)
1/𝑝(𝑛+1)

} 
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≤ 𝑐 {𝑤 (
1

2𝑛
, 𝑓) 𝑝(𝑛 + 1)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑛 + 1) +

1

𝑝(𝑛 + 1)
} = 𝑜(1) , 𝑛 → ∞ 

(3)-(5) დან მივიღებთ თეორემა  1-ის დამტკიცებას.                             

ლემა 2.  (თევზაძე).  𝐷𝑛-სთვის გვექნება 

 

∫ |𝐷𝑞𝑛(𝑡)|𝑑𝑡 ≥ 𝑐 > 0,                         𝑖 = 1,2,… ,2𝑛 + 2
2𝑖−2𝑛−2

2𝑖−2𝑛−3
Λ 

სადაც 

𝑞𝑛 = 2
2𝑛+1 + 22𝑛−1 +⋯+ 23 + 21 + 20,   𝑛 = 1,2,…. 

ლემა 3.(ოსკოლკოვი). ვთქვათ მოცემული გვაქვს თანაუკვეთი ინტერვალები 

 𝛥𝑘[0,1], 𝑘 = 1,2, … და ვთქვათ {𝑔𝑘: 𝑘 ≥ 1} პერიოდულ ფუნქციათა მიმდევრობა, პერიოდით-1, 

ისეთი რომ 𝑔𝑘(𝑥) = 0 როცა 𝑥 ∈ [0,1]\𝑘, თუ 𝜔(𝛿, 𝑔𝑘) ≤ 𝜔(𝛿) და ვთქვათ 𝑔(𝑥) = ∑ 𝑔𝑘(𝑥).
∞
𝑘=1  

მაშინ   𝜔(𝛿, 𝑔) ≤ 2𝜔(𝛿). 

თეორემა 2.  ვთქვათ  𝑝(2𝑛) ≤ 𝑐𝑝(𝑛), 𝑛 ∈ 𝑃 და 𝑝(𝑛)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑛) = 𝑜(𝑛), 𝑛 → ∞.  

თუ  𝜔 აკმაყოფილებს პირობას 

𝐿𝑖𝑚𝑛→∞𝑠𝑢𝑝𝜔 (
1

𝑛
)𝑝([𝑙𝑜𝑔2𝑛])𝑙𝑜𝑔2𝑝([𝑙𝑜𝑔2𝑛]) = 𝑐0 > 0 

მაშინ არსებობს ფუნქცია  𝐻𝑊 ∩ 𝐵𝑂(𝑝(𝑛) ↑ ∞) კლასიდან ,რომლისთვის უოლშ-ფურიეს მწკრივი 

განშლადია რაიმე წერტილში. 

დამტკიცება:  ვთქვათ  {𝑚𝑘: 𝑘 ≥ 1} არის დადებითი მთელი რიცხვების მიმდევრობა, ისეთი რომ 

𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝜔(
1

𝑛
)𝑝([𝑙𝑜𝑔2𝑛])𝑙𝑜𝑔2𝑝([𝑙𝑜𝑔2𝑛]) 

= 𝑙𝑖𝑚𝑘→∞ 𝜔 (
1

𝑚𝑘
) 𝑝([𝑙𝑜𝑔2𝑚𝑘])𝑙𝑜𝑔2𝑝([𝑙𝑜𝑔2𝑚𝑘]) 

აშკარაა, რომ 𝑞𝑛+1 < 4𝑞𝑛. მაშინ ყოველი 𝑚𝑘 სთვის არსებობს დადებითი მთელი რიცხვი 𝑛′𝑘 
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ისეთი, რომ 𝑞𝑛′𝑘 ≤ 𝑚𝑘 ≤ 4𝑞𝑛′𝑘. ვინაიდან 𝑝(2𝑛) ≤ 𝑐𝑝(𝑛), მივიღებთ 

𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝜔(
1

𝑞𝑛′𝑘
)𝑝([𝑙𝑜𝑔2𝑞𝑛′𝑘])𝑙𝑜𝑔2𝑝([𝑙𝑜𝑔2𝑞𝑛′𝑘]) 

≥ 𝑙𝑖𝑚𝑘→∞ 𝜔 (
1

𝑚𝑘
)𝑝([𝑙𝑜𝑔2𝑚𝑘])𝑙𝑜𝑔2𝑝([𝑙𝑜𝑔2𝑚𝑘]) = 𝑐

′ > 0 

 

ვთქვათ      {𝑛𝑘: 𝑘 ≥ 1}{𝑛′𝑘: 𝑘 ≥ 1}   არის ისეთი, რომ 

𝑙𝑖𝑚𝑘→∞𝜔(
1

𝑞𝑛′𝑘
)𝑝([𝑙𝑜𝑔2𝑞𝑛′𝑘])𝑙𝑜𝑔2𝑝([𝑙𝑜𝑔2𝑞𝑛′𝑘]) 

= 𝑙𝑖𝑚𝑘→∞𝜔(
1

𝑞𝑛𝑘
)𝑝([𝑙𝑜𝑔2𝑞𝑛𝑘])𝑙𝑜𝑔2𝑝([𝑙𝑜𝑔2𝑞𝑛𝑘]) = 𝑐

′′ > 0 

ავიღოთ რაიმე დადებითი მთელი რიცხვი   𝑙1 ∈ {𝑛𝑘: 𝑘 ≥ 1}, ისეთი რომ 

2−2𝑙1−2 < 2[𝑝(𝑙1)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙1)]−2𝑙1−2 

განვიხილოთ ფუნქცია 

𝜑1(𝑥) =

{
  
 

  
 𝜔(

1

𝑞𝑙1
) ,    თუ  𝑥 =

2𝑗 + 1

22𝑙1+3
,   𝑗 = 1,2, … , 2[𝑝(𝑙1)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙1)] − 1

      0,         თუ  𝑥 ∈ [0,1](2−2𝑙1−2, 2[𝑝(𝑙1)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙1)]−2𝑙1−2),

𝑥 =
𝑗

22𝑙1+2
, 𝑗 = 1,… , 2[𝑝(𝑙1)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙1)]      

წრფივი და უწყვეტი სხვა ყველა 𝑥 − სთვის 𝑥 ∈ [0,1]

 

 

𝑓1(𝑥) = 𝜑1(𝑥)𝑠𝑔𝑛𝐷𝑞𝑡1
(𝑥),    𝑓1(𝑥 + 𝑙) = 𝑓1(𝑥), 𝑙 ∈ 𝑍. 

ვთქვათ შევადგინეთ მიმდევრობა 𝑙1, … . , 𝑙𝑘−1   1-პერიოდული ფუნქციები 𝑓1, … , 𝑓𝑘−1. 

ახლა განვსაზღვროთ მთელ რიცხვთა მიმდევრობა  𝑙𝑘 ∈ {𝑛𝑘:  𝑘 ≥ 1}, რომელსაც გააჩნია შემდეგი 

თვისებები: 

𝑝(𝑙𝑘)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙𝑘) > 𝑝(𝑙𝑘−1)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙𝑘−1) + 1 
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2[𝑝(𝑙𝑘)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙𝑘)]−2𝑙𝑘−2 ≤ 2−2𝑙𝑘−1−2 

(6)                                                                              
𝑝(𝑙𝑘)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙𝑘)

𝑙𝑘
≤ 1 

(7)                                                                              𝑙𝑜𝑔2𝑝([𝑙𝑜𝑔2𝑞𝑙𝑘]) ≥ 𝑘2 

(8)                                                   | ∫ ∑𝑓𝑙(𝑥)𝜔22𝑙𝑘+1+22𝑙𝑘−1+⋯+22𝑙𝑘−1+3

𝑘−1

𝑙=1

(𝑥) 

1

1/22𝑙𝑘−1+2

× 𝐷22𝑙𝑘−1+1+22𝑙𝑘−1−1+⋯+23+21+20(𝑥)𝑑𝑥| ≤
1

𝑘
 

განვიხილოთ 

𝜑𝑘(𝑥) =

{
  
 

  
 𝜔(

1

𝑞𝑙𝑘
) ,    თუ  𝑥 =

2𝑗 + 1

22𝑙𝑘+3
,   𝑗 = 1,2,… , 2[𝑝(𝑙𝑘)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙𝑘)] − 1

0,       თუ  𝑥 ∈ [0,1]\(2−2𝑙𝑘−2, 2[𝑝(𝑙𝑘)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙𝑘)]−2𝑙𝑘−2),

𝑥 =
𝑗

22𝑙𝑘+2
, 𝑗 = 1,… , 2[𝑝(𝑙𝑘)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙𝑘)]

წრფივი და უწყვეტი დანარჩენი 𝑥 ∈ [0,1]             

 

 

𝑓𝑘(𝑥) = 𝜑𝑘(𝑥)𝑠𝑔𝑛𝐷𝑞𝑙𝑘
(𝑥),    𝑓𝑘(𝑥 + 𝑙) = 𝑓𝑘(𝑥), 𝑙 ∈ 𝑍. 

ვთქვათ 

𝑓0(𝑥) = ∑𝑓𝑘(𝑥),      𝑓0(0) = 0

∞

𝑘=1

 

ჯერ ვაჩვენოთ, რომ  𝑓0 ∈ 𝐵𝑉(𝑝(𝑛) ↑ ∞). ვთქვათ : ⋯ < 𝑡−1 < 𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑚 < 𝑡𝑚+1 < ⋯  არის 

ნებისმიერად აღებული დანაწილება პერიოდით 1 და 𝜌() ≥ 1/2𝑛. მაშინ მოიძებნება მთელი 

რიცხვი k, ისეთი რომ  22𝑙𝑘−1+2 ≤ 2𝑛 ≤ 22𝑙𝑘+2. მაშინ მივიღებთ 

𝑝(2𝑙𝑘−1 + 2) ≤ 𝑝(𝑛) ≤ 𝑝(2𝑙𝑘 + 2) 

ვინაიდან   



 
15 

 

𝑠𝑢𝑝𝑝 { ∑ 𝑓𝑙(𝑥)

∞

𝑙=𝑘+1

}(0,1/22𝑙𝑘+2) 

და     

𝑝() ≥
1

2𝑛
≥

1

22𝑙𝑘+2
 

დავწერთ 

(9)                                                            (∑| ∑ [𝑓𝑙(𝑡𝑗) − 𝑓𝑙(𝑡𝑗−1)]

∞

𝑙=𝑘+1

|

𝑝(𝑛)𝑚

𝑗=1

)

1/𝑝(𝑛)

 

≤ 𝜔(
1

𝑞𝑙𝑘
) = 𝑜(1),   𝑘 → ∞ 

ადვილი დასანახია, რომ  

 (10)                                                                         (∑|𝑓𝑘(𝑡𝑗) − 𝑓𝑘(𝑡𝑗−1)|
𝑝(𝑛)

𝑚

𝑗=1

)

1/𝑝(𝑛)

 

≤ 𝑐 𝜔 (
1

𝑞𝑙𝑘
)(

2𝑛

22𝑙𝑘
2𝑝(𝑙𝑘)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙𝑘))

1/𝑝(𝑛)

 

დავუშვათ   𝑙𝑘 + 1 ≤ 𝑛 < 2𝑙𝑘 + 2. მაშინ მივიღებთ 

(11)                                             (
2𝑛

22𝑙𝑘
2𝑝(𝑙𝑘)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙𝑘))

1/𝑝(𝑛)

≤ 4𝑒𝑥𝑝2 {
𝑝(𝑙𝑘)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙𝑘)

𝑝(𝑛)
} 

≤ 4𝑒𝑥𝑝2 {
𝑝(𝑙𝑘)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙𝑘)

𝑝(𝑙𝑘 + 1)
} ≤ 4𝑒𝑥𝑝2{𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙𝑘)} = 4𝑝(𝑙𝑘) 

ვთქვათ    2𝑙𝑘−1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑙𝑘 + 1.  (6)-დან მივიღებთ 

(12)                                             
2𝑛

22𝑙𝑘
2𝑝(𝑙𝑘)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙𝑘) =

2𝑛+𝑝(𝑙𝑘)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙𝑘)

22𝑙𝑘
≤
2𝑙𝑘+1+𝑙𝑘

22𝑙𝑘
= 2. 

(10)-(12)- დან გვექნება 
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(13)                                       (∑|𝑓𝑘(𝑡𝑗) − 𝑓𝑘(𝑡𝑗−1)|
𝑝(𝑛)

𝑚

𝑗=1

)

1/𝑝(𝑛)

≤ 𝑐 𝜔 (
1

𝑞𝑙𝑘
)𝑝(𝑙𝑘) ≤

𝑐

𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙1)
 

 მოვიყვანოთ შემდეგი უტოლობა: 

(∑𝑎𝑘

∞

𝑘=0

)

𝑝

≤∑𝑎𝑘
𝑝            (𝑎𝑘 ≥ 0, 𝑘 = 0,1, … ,    0 < 𝑝 < 1)

∞

𝑘=0

 

𝑓0  ფუნქციის აგებიდან და (7)-დან მივიღებთ 

(14)                                                 (∑|∑[𝑓𝑖(𝑡𝑗) − 𝑓𝑖(𝑡𝑗−1)]

𝑘−1

𝑖=1

|

𝑝(𝑛)𝑚

𝑗=1

)

1/𝑝(𝑛)

    

                                                           ≤ 𝑐 (𝜔 (
1

𝑞𝑙𝑖
)

𝑝(𝑛)

2𝑝(𝑙𝑖)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑖))

1/𝑝(𝑛)

 

                                                           ≤ 𝑐∑𝜔(
1

𝑞𝑙𝑖
)

𝑘−1

𝑖=1

𝑒𝑥𝑝2 {
𝑝(𝑙𝑖)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙𝑖)

𝑝(𝑛)
} 

                                                           ≤  𝑐∑𝜔(
1

𝑞𝑙𝑖
)

𝑘−1

𝑖=1

𝑒𝑥𝑝2 {
𝑝(𝑙𝑖)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙𝑖)

𝑝(2𝑙𝑘−1 + 2)
} 

        ≤ 𝑐∑𝜔(
1

𝑞𝑙𝑖
)

𝑘−1

𝑖=1

𝑝(𝑙𝑖) ≤   𝑐∑
1

𝑙𝑜𝑔2𝑝([𝑙𝑜𝑔2𝑞𝑙𝑖])

𝑘−1

𝑖=1

 

                                                            ≤ 𝑐∑
1

𝑖2
< ∞

∞

𝑖=1

 

(9), (13) და (14)-დან მივიღებთ, რომ 𝑓0 ∈ 𝐵𝑉(𝑝(𝑛) ↑ ∞). 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ  𝑓0 ∈ 𝐻
𝜔.  ვთქვათ 𝛿 ≥ 1/𝑞𝑙𝑘.  ვინაიდან  𝜔(𝛿)არის არაკლებადი ფუნქცია, 

მაშინ გვექნება 

 (15)                                                 𝜔(𝛿, 𝑓𝑘) ≤ 2‖𝑓𝑘‖𝐶 = 2 𝜔 (
1

𝑞𝑙𝑘
) ≤ 2𝜔(𝛿). 
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ვთქვათ |𝑥 − 𝑦| ≤ 𝛿 < 1/𝑞𝑙𝑘.  

   ვინაიდან  

𝜔(𝛿1)

𝛿1
≤ 2

𝜔(𝛿2)

𝛿2
, 0 < 𝛿2 < 𝛿1 

აქედან გამომდინარე, გვექნება 

(16)                                                |𝑓𝑘(𝑥) − 𝑓𝑘(𝑦)| ≤    𝜔 (
1

𝑞𝑙𝑘
)22𝑙𝑘+2|𝑥 − 𝑦| 

≤ 𝑐

𝜔 (
1
𝑞𝑙𝑘
)

1
𝑞𝑙𝑘

|𝑥 − 𝑦| ≤ 2𝑐
𝜔(𝛿)

𝛿
𝛿 = 2𝑐𝜔(𝛿) 

(15) და (16)-დან გვექნება 

(17)                                                 𝜔(𝛿, 𝑓𝑘) = 𝑂(𝜔(𝛿)). 

ლემა 3. და (17)-დან მივიღებთ, რომ 𝑓0 ∈ 𝐻
𝜔. 

საბოლოოდ, ვაჩვენებთ რომ 𝑓0 ფუნქციის უოლშ-ფურიეს მწკრივი განშლადია 0-ში. 

 მართლაც, 

(18)                                                        𝑆𝑞𝑙𝑘
(𝑓0, 0) − 𝑓0(0) = ∫𝑓0(𝑥)𝐷𝑞𝑙𝑘

(𝑥)𝑑𝑥

1

0

 

= ∫ 𝑓0(𝑥)𝐷𝑞𝑙𝑘
(𝑥)𝑑𝑥 +

2−2𝑙𝑘−2

0

∫ 𝑓0(𝑥)𝐷𝑞𝑙𝑘
(𝑥)𝑑𝑥 +

2−2𝑙𝑘−1−2

2−2𝑙𝑘−2

 

+ ∫ 𝑓0(𝑥)𝐷𝑞𝑙𝑘
(𝑥)𝑑𝑥

1

2−2𝑙𝑘−1−2

= 𝐼 + 𝐼𝐼 + 𝐼𝐼𝐼 

𝑓0-ის აგების გამომდინარე გვექნება 
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(19)                                            |𝐼| = | ∫ 𝑓0(𝑥)𝐷𝑞𝑙𝑘
(𝑥)𝑑𝑥

2−2𝑙𝑘−2

0

| = 𝑂(𝜔 (
1

𝑞𝑙𝑘
)) = 𝑜(1),    𝑘 → ∞ 

 

ვთქვათ 𝑥 ∉ (0, 2−2𝑙𝑘−1−2). მაშინ გვექნება 

(20)                                            𝐷𝑞𝑙𝑘
(𝑥) = 

 

= 𝜔22𝑙𝑘+1+22𝑙𝑘−1+⋯+22𝑙𝑘−1+3(𝑥)𝐷22𝑙𝑘−1+1+22𝑙𝑘−1−1+⋯+23+22+21+20(𝑥). 

(8) და (20)-დან მივიღებთ, რომ  

(21)                                                            |𝐼𝐼𝐼| = 𝑜(1),    𝑘 → ∞ 

𝑓0-ის აგებიდან და ლემა 2.-დან გამომდინარე გვექნება: 

(22)                             |𝐼𝐼| = | ∫ 𝑓0(𝑥)𝐷𝑞𝑙𝑘
(𝑥)𝑑𝑥

2−2𝑙𝑘−1−2

2−2𝑙𝑘−2

| = | ∫ 𝑓𝑘(𝑥)𝐷𝑞𝑙𝑘
(𝑥)𝑑𝑥

2−2𝑙𝑘−1−2

2−2𝑙𝑘−2

| 

= ∫ 𝜑𝑘(𝑥) |  𝐷𝑞𝑙𝑘
(𝑥)| 𝑑𝑥 =

2−2𝑙𝑘−1−2

2−2𝑙𝑘−2

∫ 𝜑𝑘(𝑥) |  𝐷𝑞𝑙𝑘
(𝑥)| 𝑑𝑥 =

2[𝑝(𝑙𝑘)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙𝑘)]−2𝑙𝑘−1−2

2−2𝑙𝑘−2

 

= ∑ ∫ 𝜑𝑘(𝑥) |  𝐷𝑞𝑙𝑘
(𝑥)| 𝑑𝑥

2𝑖−2𝑙𝑘−2

2𝑖−2𝑙𝑘−3

𝑝(𝑙𝑘)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙𝑘)

𝑖=1

 

≥ 𝑐 𝜔 (
1

𝑞𝑙𝑘
) ∑ ∫ |  𝐷𝑞𝑙𝑘

(𝑥)| 𝑑𝑥

2𝑖−2𝑙𝑘−2

2𝑖−2𝑙𝑘−3

𝑝(𝑙𝑘)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙𝑘)

𝑖=1

 

≥ 𝑐 𝜔 (
1

𝑞𝑙𝑘
)  𝑝(𝑙𝑘)𝑙𝑜𝑔2𝑝(𝑙𝑘) 

≥ 𝑐 𝜔 (
1

𝑞𝑙𝑘
)  𝑝([𝑙𝑜𝑔2𝑞𝑙𝑘])𝑙𝑜𝑔2𝑝([𝑙𝑜𝑔2𝑞𝑙𝑘]) 

(18),(19),(21) და (22)-დან გვექნება, რომ 
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𝑙𝑖𝑚𝑛→∞|𝑆𝑛(𝑓0, 0) − 𝑓0(0)| ≥ 𝑐 > 0                          

 

ახლა უნდა ვაჩვენოთ, რომ თუ ფუნქცია 𝐵𝑉(𝑝(𝑛) ↑ ∞) კლასს ეკუთვნის , მაშინ ის 𝐵𝑂(𝑝(𝑛) ↑ ∞)   

კლასსაც ეკუთვნის . 

დავწეროთ პირობა ფუნქციისთვის, რომელიც ეკუთვნის 𝐵𝑂(𝑝(𝑛) ↑ ∞) კლასს: 

𝑠𝑢𝑝𝑛 {∑ 𝑚𝑎𝑥𝑡,𝑢∈𝐼𝑛
𝑝|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑢)|𝑝(𝑛)

2𝑛−1

𝑝=0

}

1/𝑝(𝑛)

< ∞ 

სადაც  𝐼𝑛
𝑝
= [

𝑝

2𝑛
,
𝑝+1

2𝑛
)  არის ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლე,  

                           ან     {(𝑥1, 𝑥2, … ): 𝑥𝑖 = 0 ან 𝑥𝑖 = 1,∑
𝑥𝑖

2𝑛
=

𝑝

2𝑛
𝑛
𝑖=1 } არის ორობითი ჯგუფის სიმრავლე. 

ვიტყვით, რომ ფუნქცია ეკუთვნის 𝐵𝑉(𝑝(𝑛) ↑ ∞) კლასს, თუ სრულდება შემდეგი 

     𝑉(𝑓; 𝑝(𝑛) ↑ 𝑝) =      

𝑠𝑢𝑝𝑛≥1𝑠𝑢𝑝 {(∑ |𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥′𝑘)|
𝑝(𝑛)

2𝑛−1

𝑘=0

)

1/𝑝(𝑛)

: 𝑝() ≥
1

2𝑛
} < +∞ 

სადაც  𝑝() = 𝑖𝑛𝑓𝑘|𝑥𝑘 − 𝑥′𝑘| 

მაშინ 

(∑ 𝑠𝑢𝑝𝑥𝑘,𝑥′𝑘∈𝐼𝑘
𝑛|𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥′𝑘)|

𝑝(𝑛)

2𝑛−1

𝑘=0

)

1
𝑝(𝑛)

< ∞ 

ავიღოთ  𝑥𝑘 , 𝑥′𝑘 ∈ 𝐼𝑘
𝑛 

სუპრემუმის განმარტების ძალით, თუ  𝑠𝑢𝑝𝑓(𝑥) = 𝑀  , ე.ი. მოიძებნება ისეთი 𝑥′ ∈ 𝐼𝑘
𝑛 , რომ 

𝑀 − 휀 < 𝑓(𝑥′)   => 𝑀 < 𝑓(𝑥′) + 휀 

შესაბამისად გვექნება 
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𝑠𝑢𝑝𝑥,𝑥′∈𝐼𝑘

𝑛|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥′)| < 휀 + |𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥𝑘
′ )| 

სადაც 𝑥𝑘 და 𝑥𝑘
′  აღებულია 𝐼𝑘

𝑛-ინტერვალიდან. 

მაშინ მივიღებთ 

(∑ 𝑠𝑢𝑝𝑥𝑘,𝑥′𝑘∈𝐼𝑘
𝑛|𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥′𝑘)|

𝑝(𝑛)

2𝑛−1

𝑘=0

)

1
𝑝(𝑛)

≤ (∑ (휀 + |𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥′𝑘)|
𝑝(𝑛))

2𝑛−1

𝑘=0

)

1/𝑝(𝑛)

 

სამართლიანია შემდეგი 

(𝑎 + 𝑏)𝑝 ≤ 2𝑝−1(𝑎𝑝 + 𝑏𝑝) 

მაშინ 

(23)                       (휀 + |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥′)|𝑝(𝑛)) ≤ 2𝑝(𝑛)−1(휀𝑝(𝑛) + |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥′)|𝑝(𝑛)) 

≤ (∑ 2𝑝(𝑛)−1휀𝑝(𝑛)
2𝑛−1

𝑘=0

)

1/𝑝(𝑛)

+ (∑ |𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥𝑘
′ )|𝑝(𝑛)

2𝑛−1

𝑘=0

)

1
𝑝(𝑛)⁄

 

≤ 휀2
1−

1
𝑝(𝑛)2

𝑛
𝑝(𝑛) + (∑ |𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥𝑘

′ )|𝑝(𝑛)
2𝑛−1

𝑘=0

)

1
𝑝(𝑛)⁄

 

ვთქვათ 휀 =
1

2
𝑛
𝑝(𝑛)⁄

,  მივიღებთ, რომ პირველი შესაკრები სასრულია, რაც შეეხება მეორე 

შესაკრებს: 

ავიღოთ ღერძზე 1 2𝑛⁄  სიგრძის ინტერვალები, ვთქვათ 𝑥𝑘  , 𝑥𝑘
′ ∈ (

𝑘

2𝑛
;
𝑘+1

2𝑛
], ავიღოთ ერთი 

ინტერვალით დაშორებული  წერტილი  
𝑘+2

2𝑛
  და მეორე შესაკრების ყოველ წევრს დავუმატოთ და 

გამოვაკლოთ 𝑓 (
𝑘+2

2𝑛
), გვექნება: 

(24)                                                     (∑ |𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥𝑘
′ )|𝑝(𝑛)

2𝑛−1

𝑘=0

)

1
𝑝(𝑛)⁄

= 
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(∑ |(𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓 (
𝑘 + 2

2𝑛
)) + (𝑓 (

𝑘 + 2

2𝑛
) − 𝑓(𝑥𝑘

′ ))|

𝑝(𝑛)2𝑛−1

𝑘=0

)

1
𝑝(𝑛)⁄

≤ 

2
1−

1
𝑝(𝑛) (∑ |𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓 (

𝑘 + 2

2𝑛
)|
𝑝(𝑛)2𝑛−1

𝑘=0

)

1/𝑝(𝑛)

+ (∑ |𝑓(𝑥𝑘
′ ) − 𝑓 (

𝑘 + 2

2𝑛
)|
𝑝(𝑛)2𝑛−1

𝑘=0

)

1/𝑝(𝑛)

 

ვინაიდან 

|𝑥𝑘 −
𝑘 + 2

2𝑛
| ≥

1

2𝑛
, |𝑥𝑘

′ −
𝑘 + 2

2𝑛
| ≥

1

2𝑛
  

BV კლასის განმატების ძალით გვექნება, რომ (24)-ის მარჯვენა ჯამის ორივე შესაკრები 

სასრულია, შესამაბისად  

                                                   (∑ |𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥𝑘
′ )|𝑝(𝑛)

2𝑛−1

𝑘=0

)

1
𝑝(𝑛)⁄

< ∞ 

ე.ი. 𝑓 ∈ 𝐵𝑂(𝑝(𝑛) ↑ ∞). რ.დ.გ▪ 

 

 [19] თევზაძის თეორემა  მოითხოვს , რომ 𝑝 <
1

𝛼   
და  𝑓 ∈ 𝐵𝐹𝑃 ∩ 𝐶𝑊, მაშინ  უოლშ-ფურიეს 

მწკრივის ჩეზაროს საშუალოები 𝜎𝑛
−𝛼(𝑓) თანაბრად კრებადია 𝑓 ფუნქციისაკენ. მეორეს მხრივ, 

როცა  𝑝 =
1

𝛼
 , მაშინ იარსებებს ფუნქცია  𝑓, რომლისთვისაც  𝜎𝑛

−𝛼(𝑓, 0) განშლადია. ზემოთ 

მოყვანილი წინადადებებიდან შეგვიძლია დავსვათ შემდეგი ამოცანა: 

ვთქვათ 𝑓 ∈ 𝐵𝑂 (𝑝(𝑛) ↑
1

𝛼
) , 0 < 𝛼 < 1.  რა პირობა უნდა დავადოთ მიმდევრობას  

{𝑝(𝑛): 𝑛 ≥ 1} , რომ შესრულდეს უოლშ-ფურიეს მწკრივის ჩეზაროს ( C,-𝛼) საშუალოების 

თანაბარი კრებადობა  𝑓 ფუნქციისაკენ. 

სამართლიანია შემდეგი თეორემა: 

თეორემა 3.  ვთქვათ 𝑓 ∈ 𝐶𝑤([0,1]) ∩ 𝐵𝑂 (𝑝(𝑛) ↑
1

𝛼
) , 0 < 𝛼 < 1  და 
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(𝑤 (
1
2𝑘
, 𝑓))

1−𝛼𝑝(𝑘)

1 − 𝛼𝑝(𝑘)
→ 0, 𝑘 → ∞ 

მაშინ 

 

‖𝜎𝑛
−𝛼(𝑓) − 𝑓‖c→ 0. 

იმისათვის, რომ ვაჩვენოთ მოყვანილი თეორემის სამართლიანობა, უნდა გამოვიყენოთ შემდეგი 

ლემა, დამტკიცებული გოგინავას მიერ [9,8]-ში. 

ლემა 4. ვთქვათ  𝑓 ∈ 𝐶𝑤([0,1]).  მაშინ ყოველი 𝛼 ∈ (0,1) − სთვის სამართლიანია შემდეგი 

შეფასება 

1

𝐴𝑛
−𝛼 ‖∫ ∑ 𝐴𝑛−𝑣

−𝛼 𝑤𝑣(𝑢)[𝑓(∙⊕ 𝑢) − 𝑓(∙)]𝑑𝑢

2𝑘−1−1

𝑣=0

1

0

‖

𝑃

 

≤ 𝑐(𝑝, 𝛼)∑ 2𝑟−𝑘 (𝑤(
1

2𝑟
, 𝑓))

𝑝

𝑘−1

𝑟=0

 

 

სადაც 2𝑘 ≤ 𝑛 < 2𝑘+1 

დამტკიცება: თუ გამოვიყენებთ აბელის გარდაქმნას , მივიღებთ  

  (25)                                 
1

𝐴𝑛
−𝛼 ‖∫ ∑ 𝐴𝑛−𝑣

−𝛼 𝜔𝑣(𝑢)

2𝑘−1−1

𝑣=0

[𝑓(∙ ⨁𝑢) − 𝑓(∙)]
1

0

𝑑𝑢‖

𝑝

 

=
1

𝐴𝑛
−𝛼 ‖∫ ∑ 𝐴𝑛−𝑣−1

−𝛼 𝜔𝑣−1(𝑢)[𝑓(∙ ⨁𝑢) − 𝑓(∙)]𝑑𝑢

2𝑘−1

𝑣=1

1

0

‖

𝑝

 

≤
1

𝐴𝑛
−𝛼 ‖∫ ∑ 𝐴𝑛−𝑣−1

−𝛼−1 𝐷𝑣(𝑢)[𝑓(∙ ⨁𝑢) − 𝑓(∙)]𝑑𝑢

2𝑘−1−1

𝑣=1

1

0

‖

𝑝
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  +
1

𝐴𝑛
−𝛼 ‖∫ 𝐴

𝑛−2𝑘−1−1
−𝛼

1

0

𝐷2𝑘−1(𝑢)[𝑓(∙ ⨁𝑢) − 𝑓(∙)]𝑑𝑢‖
𝑝

 

= 𝐼 + 𝐼𝐼 

 

ადვილი დასანახია, რომ 

  

   (26)                                    𝐼 =
1

𝐴𝑛
−𝛼 ‖∫ ∑ ∑ 𝐴𝑛−𝑣−2𝑟−1

−𝛼−1 𝐷𝑣+2𝑟(𝑢)[𝑓(∙ ⨁𝑢) − 𝑓(∙)]𝑑𝑢

2𝑟−1

𝑣=0

𝑘−2

𝑟=0

1

0

‖

𝑝

 

≤
1

𝐴𝑛
−𝛼 ‖∫ ∑ ∑ 𝐴𝑛−𝑣−2𝑟−1

−𝛼−1 𝐷𝑣+2𝑟(𝑢)[𝑓(∙ ⨁𝑢) − 𝑓(∙)]𝑑𝑢

2𝑟−1

𝑣=1

𝑘−2

𝑟=1

1

0

‖

𝑝

 

+
1

𝐴𝑛
−𝛼 ‖∫ ∑𝐴𝑛−2𝑟−1

−𝛼−1 𝐷2𝑟(𝑢)[𝑓(∙ ⨁𝑢) − 𝑓(∙)]𝑑𝑢

𝑘−2

𝑟=0

1

0

‖

𝑝

 

= 𝐼1 + 𝐼2 

განზოგადებული მინკოვსკის უტოლობა, დირიხლეს გულის თვისებები 

 

 ერთად გვაძლევს შემდეგს: 

(27)                              𝐼𝐼 ≤
𝐴
𝑛−2𝑘−1−1
−𝛼

𝐴𝑛
−𝛼 2𝑘−1∫ ‖𝑓(∙ ⨁𝑢) − 𝑓(∙)‖𝑝𝑑𝑢 = 𝑂 (𝜔 (

1

2𝑘−1
, 𝑓)

𝑝
) ,

1/2𝑘−1

0

 

 (28)                                                      𝐼2 ≤
1

𝐴𝑛
−𝛼∑2𝑟|𝐴𝑛−2𝑟−1

−𝛼−1 |∫ ‖𝑓(∙ ⨁𝑢) − 𝑓(∙)‖𝑃𝑑𝑢
1/2𝑘

0

𝑘−2

𝑟=0

 

 

= 𝑂(𝑛𝛼 ∑
𝜔(

1

2𝑟
,𝑓)𝑝

(𝑛−2𝑟−1)1+𝛼
𝑘−2
𝑟=0 )=𝑂 (

𝑛𝛼

2𝑘(1+𝛼)
∑ 𝜔(

1

2𝑟
, 𝑓)𝑝

𝑘−2
𝑟=0 ) 
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= 𝑂(∑2𝑟−𝑘𝜔(
1

2𝑟
, 𝑓)𝑝

𝑘−2

𝑟=0

) 

ვინაიდან        

(29)                                                             𝐷𝑣+2𝑟(𝑢) = 𝐷2𝑟(𝑢) + 𝜔2𝑟(𝑢)𝐷𝑣(𝑢) 

𝐼1-სთვის გვაქვს შემდეგი შეფასება: 

(30)          𝐼1 ≤
1

𝐴𝑛
−𝛼 ‖∫ ∑ ∑ 𝐴𝑛−𝑣−2𝑟−1

−𝛼−1 𝐷𝑣(𝑢)𝜔2𝑟(𝑢)[𝑓(∙ ⨁𝑢) − 𝑓(∙)]𝑑𝑢

2𝑟−1

𝑣=1

𝑘−2

𝑟=1

1

0

‖

𝑝

 

 

     +
1

𝐴𝑛
−𝛼 ‖∫ ∑ ∑ 𝐴𝑛−𝑣−2𝑟−1

−𝛼−1 𝐷2𝑟(𝑢)[𝑓(∙ ⨁𝑢) − 𝑓(∙)]𝑑𝑢

2𝑟−1

𝑣=1

𝑘−2

𝑟=1

1

0

‖ 

= 𝐼11 + 𝐼12 

𝐼12-ის შეფასება ანალოგიურია    𝐼2-ს შეფასებისა, და მივიღებთ 

(31)                                                                 𝐼12 =  𝑂(∑2𝑟−𝑘𝜔(
1

2𝑟
, 𝑓)𝑝

𝑘−2

𝑟=1

) 

𝐼11   -სთვის გვექნება: 

(32)                       𝐼11 ≤
1

𝐴𝑛
−𝛼∑‖∑ ∫ ∑ 𝐴𝑛−𝑣−2𝑟−1

−𝛼−1

2𝑟−1

𝑣=1

𝐷𝑣(𝑢)𝜔2𝑟(𝑢)[𝑓(∙ ⨁𝑢) − 𝑓(∙)]𝑑𝑢

(𝑙+1)/2𝑟

𝑙/2𝑟

2𝑟−1

𝑙=0

‖

𝑝

𝑘−2

𝑟=1

 

 

=
1

𝐴𝑛
−𝛼∑‖∑ ∑ 𝐴𝑛−𝑣−2𝑟−1

−𝛼−1 𝐷𝑣 (
1

2𝑟
) ∫ 𝜔2𝑟(𝑢)[𝑓(∙ ⨁𝑢) − 𝑓(∙)]𝑑𝑢

(𝑙+1)/2𝑟

𝑙/2𝑟

2𝑟−1

𝑣=1

2𝑟−1

𝑙=0

‖

𝑝

𝑘−2

𝑟=1
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ვინაიდან 

𝜔2𝑟(𝑢) = {
1,   თუ  𝑢 ∈ [

2𝑙

2𝑟+1
,
2𝑙 + 1

2𝑟+1
)

−1,   თუ  𝑢 ∈ [
2𝑙 + 1

2𝑟+1
,
2𝑙 + 2

2𝑟+1
)

 

 

𝑡 = 𝑢⨁1/2𝑟+1 არის ბიექციური ასახვა  [
2𝑙

2𝑟+1
,
2𝑙+1

2𝑟+1
)-შუალედისა   [

2𝑙+1

2𝑟+1
,
2𝑙+2

2𝑟+1
) შუალედზე. 

გვექნება 

(33)                                                     ∫ 𝜔2𝑟(𝑢)[𝑓(∙ ⨁𝑢) − 𝑓(∙)]𝑑𝑢

(𝑙+1)/2𝑟

𝑙/2𝑟

 

= ∫ [𝑓(𝑥⨁𝑢) − 𝑓 (𝑥⨁𝑢⨁
1

2𝑟+1
)] 𝑑𝑢

(2𝑙+1)/2𝑟+1

2𝑙/2𝑟+1

 

 ჩავსვავთ (13) (12)-ში, გავიხსენოთ,რომ 𝐴𝑛
𝛼 ∽ 𝑛𝛼 და შემდეგი შეფასებით 

1

𝑛
∫ |∑𝛼𝑘

𝑛

𝑘=1

𝐷𝑘(𝑥)| 𝑑𝑥 ≤
𝑐

√𝑛

1

0

(∑𝛼𝑘
2

𝑛

𝑘=1

)

1/2

 

მივიღებთ: 

(34)                      𝐼11 ≤∑‖
‖ 1

𝐴𝑛
−𝛼 ∑ ∑ 𝐴𝑛−𝑣−2𝑟−1

−𝛼−1 𝐷𝑣 (
1

2𝑟
) × ∫ [𝑓(∙ ⨁𝑢) − 𝑓 (∙ ⨁𝑢⨁

1

2𝑟+1
)] 𝑑𝑢

2𝑙+1
2𝑟+1

2𝑙
2𝑟+1

2𝑟−1

𝑣=1

2𝑟−1

𝑙=0

‖
‖

𝑝

𝑘−2

𝑟=1

 

≤
1

𝐴𝑛
−𝛼∑ ∑ |∑ 𝐴𝑛−𝑣−2𝑟−1

−𝛼−1 𝐷𝑣 (
1

2𝑟
)

2𝑟−1

𝑣=1

|

2𝑟−1

𝑙=0

𝑘−2

𝑟=1

× ∫ ‖𝑓(∙ ⨁𝑢) − 𝑓 (∙ ⨁𝑢⨁
1

2𝑟+1
)‖

𝑝
𝑑𝑢

2𝑙+1
2𝑟

+1

2𝑙/2𝑟+1
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                                          =
1

𝐴𝑛
−𝛼∑𝜔(

1

2𝑟
, 𝑓)𝑝 ∑ ∫ |∑ 𝐴𝑛−𝑣−2𝑟−1

−𝛼−1 𝐷𝑣(𝑢)

2𝑟−1

𝑣=1

| 𝑑𝑢

(2𝑙+1)/2𝑟+1

2𝑙/2𝑟+1

2𝑟−1

𝑙=0

𝑘−2

𝑟=1

 

 

≤
1

𝐴𝑛
−𝛼∑𝜔(

1

2𝑟
, 𝑓)𝑝∫|∑ 𝐴𝑛−𝑣−2𝑟−1

−𝛼−1 𝐷𝑣(𝑢)

2𝑟−1

𝑣=1

| 𝑑𝑢

1

0

𝑘−2

𝑟=1

 

 

= 𝑂(𝑛𝛼∑2𝑟𝜔(
1

2𝑟
, 𝑓)𝑝

1

2𝑟/2
(∑(𝑛 − 𝑣 − 2𝑟 − 1)−2𝛼−2
2𝑟−1

𝑣=1

)

1/2
𝑘−2

𝑟=1

) 

𝑂(∑2𝑟−𝑘𝜔(
1

2𝑟
, 𝑓)𝑝

𝑘−2

𝑟=1

) 

 

(25)-(28),(30), (31) და (34)-დან მივიღებთ ლემა 4.-ის დამტკიცებას. 

 

ლემა 5. ვთქვათ  𝑓 ∈ 𝐶𝑊([0,1)]  2
𝐾 ≤ 𝑛 ≤ 2𝑘+1  𝛼 ∈ (0,1) 

1

𝐴𝑛
−𝛼 |∫ ∑ 𝐴𝑛−𝑣

−𝛼 𝑤𝑣(𝑥)[𝑓(𝑥 ⊕  𝑢) − 𝑓(𝑥)]𝑑𝑢     

2𝑘−1

𝑣=2𝑘−1

1

0

| ≤ 

≤  𝑐(𝛼)( ∑
1

𝑗1−𝛼

2𝑘−1−1

𝑗=1

|𝑓 (𝑥 ⊕ 
2𝑗

2𝑘
) − 𝑓 (𝑥 ⊕ 

2𝑗 + 1

2𝑘
)|), 

1

𝐴𝑛
−𝛼 |∫ ∑ 𝐴𝑛−𝑣

−𝛼 𝑤𝑣(𝑥)[𝑓(𝑥 ⊕  𝑢) − 𝑓(𝑥)]𝑑𝑢  

𝑛

𝑣=2𝑘

1

0

| ≤ 

≤ 𝑐(𝛼)(∑
1

𝑗1−𝛼
|𝑓 (𝑥 ⊕ 

2𝑗

2𝑘+1
) − 𝑓 (𝑥 ⊕ 

2𝑗 + 1

2𝑘+1
)|

2𝑘−1

𝑗=1

) 
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თეორემა 3-ის  დამტკიცება : 

 

 (35)                                                        𝜎𝑛
−𝛼(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥) 

=
1

𝐴𝑛
−𝛼∫∑𝐴𝑛−𝑣

−𝛼 𝑤𝑣(𝑥)[𝑓(𝑥

𝑛

𝑣=0

1

0

⊕𝑢) − 𝑓(𝑥)]𝑑𝑢  

1

𝐴𝑛
−𝛼∫ ∑ 𝐴𝑛−𝑣

−𝛼 𝑤𝑥(𝑥)[𝑓(𝑥

2𝑘−1−1

𝑣=0

1

0

⊕𝑢) − 𝑓(𝑥)]𝑑𝑢 

+
1

𝐴𝑛−𝑣
−𝛼 ∫ ∑ 𝐴𝑛−𝑣

−𝛼 𝑤𝑥(𝑥)[𝑓(𝑥

2𝑘−1

𝑣=2𝑘−1−1

1

0

⊕𝑢) − 𝑓(𝑥)]𝑑𝑢 

+
1

𝐴𝑛−𝑣
−𝛼 ∫ ∑ 𝐴𝑛−𝑣

−𝛼 𝑤𝑥(𝑥)[𝑓(𝑥

𝑛

𝑣=2𝑘

1

0

⊕𝑢) − 𝑓(𝑥)]𝑑𝑢 

= 𝐼 + 𝐼𝐼 + 𝐼𝐼𝐼 

 

 

4 და 5 ლემიდან გვექნება  

(36)                              ||𝐼||𝐶 ≤ 𝑐(𝛼)∑2𝑟−𝑘𝑤(
1

2𝑟
, 𝑓)𝑐 ,

𝑘−1

𝑣=0

 

 

(37)                               |𝐼𝐼| ≤ 𝑐(𝛼)(( ∑
1

𝑗1−𝛼

2𝑘−1−1

𝑗=1

|𝑓 (𝑥 ⊕ 
2𝑗

2𝑘
) − 𝑓 (𝑥 ⊕ 

2𝑗 + 1

2𝑘
)|) 

და 
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(38)                                |𝐼𝐼𝐼| ≤ 𝑐(𝛼)(∑
1

𝑗1−𝛼
|𝑓 (𝑥 ⊕ 

2𝑗

2𝑘+1
) − 𝑓 (𝑥 ⊕ 

2𝑗 + 1

2𝑘+1
)|

2𝑘−1

𝑗=1

) 

აბელის გარდაქმნით  მივიღებთ 

         (39)                            |𝐼𝐼𝐼| ≤ 𝑐(𝛼) ∑ (
1

𝑗1−𝛼
−

1

(𝑗 + 1)1−𝛼
) × |𝑓 (𝑥 ⊕ 

2𝑗

2𝑘+1
) − 𝑓 (𝑥 ⊕ 

2𝑗

2𝑘+1
)|

2𝑘−2

𝑗=1

 

 

+
1

(2𝑘 − 1)1−𝛼
∑ |𝑓 (𝑥⊕ 

2𝑗

2𝑘+1
) − 𝑓 (𝑥 ⊕ 

2𝑗 + 1

2𝑘+1
)|

2𝑘−1

𝑗=1

= 𝐼𝐼𝐼1 + 𝐼𝐼𝐼2 

 

ვთქვათ,    휀𝑘 = 𝛼𝑝𝑘 < 1     𝑠𝑘 ≔
𝑝(𝑘)

𝑘
 ,  

1

𝑠𝑘
+

1

𝑡𝑘
= 1  

ჰელდერის უტოლობის გამოყენებით გვექნება  

(40)                            𝐼𝐼𝐼2 =
1

(2𝑘 − 1)1−𝛼
∑ |𝑓 (𝑥⊕ 

2𝑗

2𝑘+1
) − 𝑓 (𝑥 ⊕ 

2𝑗 + 1

2𝑘+1
)|

𝑘

×

2𝑘−1

𝑗=1

 

× |𝑓 (𝑥 ⊕ 
2𝑗

2𝑘+1
) − 𝑓 (𝑥 ⊕ 

2𝑗 + 1

2𝑘+1
)|
1− 𝑘

 

              ≤
𝑐(𝛼)

2𝑘(1−𝛼)
(∑ |𝑓 (𝑥⊕ 

2𝑗

2𝑘+1
) − 𝑓 (𝑥 ⊕ 

2𝑗 + 1

2𝑘+1
)|
𝑝(𝑘)2𝑘−1

𝑗=1

)

𝑘
𝑝(𝑘)

× 

× (∑ |𝑓 (𝑥 ⊕ 
2𝑗

2𝑘+1
) − 𝑓 (𝑥 ⊕ 

2𝑗 + 1

2𝑘+1
)|

(1− 𝑘)𝑡𝑘
2𝑘−1

𝑗=1

)

1
𝑡𝑘

  

 

          ≤
𝑐(𝛼)

2𝑘(1−𝛼)
(𝐵𝑂 (𝑓, 𝑝(𝑘) ↑

1

𝛼
))

𝑘

(�̇� (𝑓,
1

2𝑘
))

1− 𝑘

2
𝑘
𝑡𝑘 
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                     ≤ 𝑐(𝛼)(𝐵𝑂(𝑓, 𝑝(𝑘) ↑
1

𝛼
))

휀𝑘

(�̇�(𝑓,
1

2𝑘
))

1−휀𝑘

2
𝑘(𝛼−

1
𝑠𝑘
)
 

                    = 𝑐(𝛼) (𝐵𝑂 (𝑓, 𝑝(𝑘) ↑
1

𝛼
))

𝑘

(�̇� (𝑓,
1

2𝑘
))
1− 𝑘

2
𝑘(𝛼−

𝜀𝑘
𝑝(𝑘)

)
= 

                  = 𝑐(𝛼) (𝐵𝑂 (𝑓, 𝑝(𝑘) ↑
1

𝛼
))

𝑘

(�̇� (𝑓,
1

2𝑘
))

1−𝛼𝑝(𝑘)

→ 0 

 

როცა  k→ ∞ 

შემოვიტანოთ 𝑚0(𝑘) და განვსაზღვროთ მოგვიანებით: 

 

         (41)                            𝐼𝐼𝐼1 ≤ 𝑐(𝛼) ∑
1

𝑗2−𝛼
∑|𝑓 (𝑥⊕ 

2𝑗

2𝑘+1
) − 𝑓 (𝑥 ⊕ 

2𝑗 + 1

2𝑘+1
)|

𝑗

𝑙=1

𝑚0(𝑘)

𝑗=1

+ 

+ ∑
1

𝑗2−𝛼
∑|𝑓 (𝑥⊕ 

2𝑗

2𝑘+1
) − 𝑓 (𝑥 ⊕ 

2𝑗 + 1

2𝑘+1
)|

𝑗

𝑙=1

2𝑘−1

𝑗=𝑚0(𝑘)+1

≤ 

 

≤ 𝑐(𝛼){ ∑
1

𝑗2−𝛼
𝑗𝑤 (

1

2𝑘
, 𝑓)

𝑚0(𝑘)

𝑗=1

+ ∑
1

𝑗
1+

1
𝑝(𝑘)

−𝛼
(∑|𝑓 (𝑥⊕ 

2𝑗

2𝑘+1
) − 𝑓 (𝑥 ⊕ 

2𝑗 + 1

2𝑘+1
)|
𝑝(𝑘)

𝑗

𝑙=1

)

1/𝑝(𝑘)
2𝑘−1

𝑗=𝑚𝑜(𝑘)+1

} 

≤ 𝑐(𝛼){(𝑚0(𝑘))
𝛼𝑤(

1

2𝑘
, 𝑓) +

𝑚0(𝑘)
𝛼−

1
𝑝(𝑘)

𝛼 −
1

𝑝(𝑘)

𝐵𝑂 (𝑓, 𝑝(𝑘) ↑
1

𝛼
)} 
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განვსაზღვროთ 

𝑚0(𝑘) = (
1

𝑤(
1
2𝑘
, 𝑓)
)

𝑝(𝑘)

 

 

მაშინ გვექნება 

 

            (42)                                               𝐼𝐼𝐼1 ≤ 𝑐(𝛼){�̇� (
1

2𝑘
)
1−𝛼𝑝(𝑘)

+
�̇� (

1
2𝑘
)
1−𝛼𝑝(𝑘)

1
𝑝(𝑘)

− 𝛼
} ≤ 

≤ 𝑐(𝛼)
�̇� (

1
2𝑘
)
1−𝛼𝑝(𝑘)

1 − 𝛼𝑝(𝑘)
 

შევაერთოთ (39)-(42), გვექნება  

              (43)                                                         |𝐼𝐼𝐼| ≤ 𝑐(𝛼)
�̇� (

1
2𝑘
)
1−𝛼𝑝(𝑘)

1 − 𝛼𝑝(𝑘)
 

ანალოგიურად, შეგვიძლია დავამტკიცოთ, რომ 

               (44)                                                                 |𝐼𝐼| ≤  𝑐(𝛼)
�̇� (

1
2𝑘
)
1−𝛼𝑝(𝑘)

1 − 𝛼𝑝(𝑘)
 

(35),(36),(43) და (44) გვაძლევს თეორემა 3-ის დამტკიცებას. 
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