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ანოტაცია: 

1971 წელს ონევერმა და ვატერმანმა დაადგინეს საკმარისი პირობა იმისათვის, რომ 

უწყვეტი ფუნქციის ფურიე-ვილენკინის მწკრივი ყოფილიყო თანაბრად კრებადი. 

ნაშრომში მოყვანილია საკმარისი პირობა იმისათვის, რომ უწყვეტი ფუნქციის 

ფურიე-ვილენკინის მწკრივის ჩეზაროს უარყოფითი რიგის საშუალოები იყოს 

თანაბრად კრებადი. ასევე განხილულია სხვადასხვა განზოგადებული სასრული 

ოსცილაციის ფუნქციათა კლასები და ამ კლასების ტერმინებში დადგენილია 

საკმარისი პირობა ჩეზაროს უარყოფითი მეთოდით თანაბრად 

შეჯამებადობისათვის. 

 

Abstract: 

In 1971  Onneweer and Waterman establish sufficient condition, which guarantees uniform 

convergence of  Vilenkin-Fourier series of continuous function. In the paper is proved 

sufficient condition, which guarantees uniform convergence of Ces�́�ro means of negative 

order of Vilenkin-Fourier series of continuous function.  In this work we investigated 

different classes of functions of generalized bounded oscilation and in the terms of these 

classes there is established sufficient condition for uniform convergence of Ces�́�ro means 

of negative order. 
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შესავალი 

ვთქვათ,     : , : 0,1,... , : \{0}km m k N N P N     არის ნატურალურ რიცხვთა რაიმე 

მიმდევრობა, რომლის თითოეული წევრი არაა ნაკლები 2 -ზე.  𝑍𝑚𝑘
 სიმბოლოთი 

აღვნიშნოთ km  რიგის ციკლური ჯგუფი. სახელდობრ, 𝑍𝑚𝑘
  წარმოადგენს  0,1,..., 1km 

სიმრავლეს, რომელზედაც შემოტანილია  mod km  შეკრების ოპერაცია. ვთქვათ,

0

: .
km m

k

G Z




   ამ უკანასკნელი სიმრავლის ყოველი mx G  ელემენტი შესაძლებელია, 

წარმოდგენილი იქნეს  ,ix x i N   მიმდევრობის სახით, სადაც  
ii mx Z i N  .  

 mG  ჯგუფზე შეკრების ოპერაცია შესაბამისი კორდინატის მიმართ შეკრების ოპერაციით 

განიმარტება. 𝑥     0 0 0mod , , mod ,k k ky x y m x y m    . 

თუ sup n
n N

m


 , მაშინ mG  უწოდებენ შემოსაზღვრულ ვილენკინის ჯგუფს.  თუ 

წარმომქმნელი m  მიმდევრობა არაა შემოსაზღვრული, მაშინ  mG  უწოდებენ 

არაშემოსაზღვრულ ვილენკინის ჯგუფს. ჩვენ განვიხილავთ  შემოსაზღვრულ ვილენკინის 

ჯგუფებს.  შევნიშნოთ, რომ თუ  2km k N  , მაშინ mG  ემთხვევა ორობით (უოლშის) 

ჯგუფს.  

ვთქვათ,  0 11, :n n nM M m M n N    არის ეგრეთწოდებული განზოგადოებული 

ხარისხები. მაშინ  ნებისმიერი ნატურალური n  რიცხვი წარმოიდგინება შემდეგი სახით 

𝑛 = ∑ 𝑛𝑖𝑀𝑖

∞

𝑖=0

     (𝑛𝑖 ∈ {0,1, … , 𝑚𝑖 − 1},   𝑖 ∈ 𝑁), 

სადაც მხოლოდ სასრული რაოდენობა in -ისა არის არანულოვანი. ვილენკინის ჯგუფზე 

შეგვიძლია განვსაზღვროთ მეტრიკა შემდეგნაირად 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≔ ∑
|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|

𝑀𝑖+1
   (𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺𝑚)

∞

𝑖=0

. 

mG -ს ქვესიმრავლეებს აქვთ შემდეგი სახე: 

𝐼0 ≔ 𝐺𝑚, 𝐼𝑛(𝑥) ≔ 𝐼𝑛(𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛−1) ≔ {𝑦 ∈ 𝐺𝑚: 𝑦 = (𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1, … )},  

𝑥 ∈ 𝐺𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁. 

აღვნიშნოთ 𝐼𝑛 ≔ 𝐼𝑛(0) და 𝐼�̅� ≔ 𝐺𝑚 \ 𝐼𝑛,    𝑒𝑛 = (0, … ,0, 𝑥𝑛 = 1,0, … ) ∈ 𝐺𝑚, (𝑛 ∈ 𝑁). 
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ვთქვათ   𝑍𝛽
(𝑘)

= (𝑥0, 𝑥1, ⋯ 𝑥𝑘−1, 0,0, ⋯ ),  სადაც  

𝛽 = ∑ (
𝑥𝑗

𝑀𝑗+1
)

𝑘−1

𝑗=1

𝑀𝑘  ,   (𝑥𝑗 ∈ 𝑍𝑚𝑗
) ,      𝑗 = 0,1, … , 𝑛 − 1. 

ადვილი დასანახია, რომ  

                                                                  𝐺𝑚 = ⋃ (𝐼𝑘 + 𝑍𝛽
(𝑘)

)

𝑀𝑘−1

𝛽=0

 .                                                                    (1) 

განზოგადოებული რადემახერის ფუნქციები განიმარტება შემდეგი წესით 

𝑟𝑛(𝑥) ≔ 𝑒𝑥𝑝 (2𝜋
𝑥𝑛

𝑚𝑛
)       (𝑥 ∈ 𝐺𝑚,   𝑛 ∈ 𝑁,   𝑖 ≔ √−1) , 

ხოლო n -ური ვილენკინის ფუნქცია ტოლობით 

𝛹𝑛: = ∏ 𝑟
𝑗

𝑛𝑗

∞

𝑗=0

     (𝑛 ∈ 𝑁). 

𝛹: = (𝛹𝑛 ∶ 𝑛 ∈ 𝑁) სისტემას ვილენკინის სისტემას უწოდებენ. შევნიშნოთ, რომ ყოველი 𝛹𝑛 

ფუნქცია mG  ჯგუფის მახასიათებელი ფუნქციაა და mG  ჯგუფის ყოველ მახასიათებელს 

აქვს მხოლოდ ზემოთ მოყვანილი სახე. 

დირიხლეს გული განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

𝐷𝑛: = ∑ 𝛹𝑘

𝑛−1

𝑘=0

      (𝑛 ∈ 𝑁+),    𝐷0 = 0.     

ცნობილია, რომ  

𝐷𝑛 = {
𝑀𝑛, 𝑥 ∈ 𝐼𝑛

0, 𝑥 ∈ 𝐺𝑚 \ 𝐼𝑛
                  (2) 

და 

  .

mG

 𝐷𝑛(𝑡)𝑑𝜇(𝑡) = 1,      ( 𝑛 ∈ 𝑁+)       (3) 

ვთქვათ  𝑛 = 𝑛𝑘𝑀𝑘 + 𝑛′.   0 < 𝑛𝑘 < 𝑚𝑘  და 0 ≤ 𝑛′ < 𝑀𝑘   , მაშინ 

𝐷𝑛(𝑥) =
1−𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘 (𝑥)

1−𝛹𝑀𝑘
(𝑥)

𝐷𝑀𝑘
(𝑥) + 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(𝑥)𝐷𝑛′(𝑥),      (4) 
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𝐷𝑗+𝑛𝑘𝑀𝑘
(𝑥) = 𝐷𝑛𝑘𝑀𝑘

(𝑥) + 𝛹𝑛𝑘𝑀𝑘
(𝑥)𝐷𝑗(𝑥) ,                  (5) 

        𝐷𝑗+𝑟𝑀𝑘
(𝑥) = (∑ 𝛹𝑀𝑘

𝑞 (𝑥)

𝑟−1

𝑞=0

) 𝐷𝑀𝑘
(𝑥) + 𝛹𝑀𝑘

𝑟 (𝑥)𝐷𝑗(𝑥) .                                        (6)  

ვთქვათ  0 ≤ 𝑗 < 𝑛𝑠𝑀𝑠   და   0 ≤ 𝑛𝑠 < 𝑀𝑠 ,  მაშინ 

   𝐷𝑛𝑠𝑀𝑠−𝑗(𝑥) = 𝐷𝑛𝑠𝑀𝑠
(𝑥) + 𝛹𝑛𝑠𝑀𝑠−1(𝑥)𝐷𝑗(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.                 (7) 

ფურიე-ვილენკინის მწკრივის კერძო ჯამი განისაზღვრება შემდეგნაირად 

𝑆𝑛(𝑓; 𝑥) = ∑ 𝑓

𝑛−1

𝑖=0

(𝑖)𝛹𝑖(𝑥), 

სადაც  𝑓(𝑖)  წარმოადგენს 𝑓 ფუნქციის ფურიე-ვილენკინის 𝑖-ურ კოეფიციენტს: 

𝑓(𝑖): =  

mG

 𝑓(𝑥)𝛹𝑖(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑑𝜇(𝑥). 

𝐶(𝐺𝑚)-ით აღვნიშნოთ უწყვეტი ფუნქციების სივრცე  𝐺𝑚-ზე . ნორმა განისაზღვრება ასე  

‖𝑓‖𝐶 : = sup
𝑥∈𝐺𝑚

|𝑓(𝑥)|         (𝑓 ∈ 𝐺𝑚). 

ვთქვათ  𝑓 ∈ 𝐶(𝐺𝑚).  უწყვეტობის მოდული განიმარტება შემდეგნაირად  

𝜔 (𝑓;
1

𝑀𝑘
) : = sup

𝑥∈𝐺𝑚

sup
𝑡∈𝐼𝑘

|𝑓(𝑥 − 𝑡) − 𝑓(𝑥)|. 

ცნობილია, რომ არსებობს ისეთი უწყვეტი ფუნქცია, რომლის ფურიეს მწკრივი 

(ტრიგონომეტრიული სისტემის მიმართ, უოლშის სისტემის მიმართ, ვილენკინის 

სისტემის მიმართ) განშლადია წერტილში. მაშასადამე, გვჭირდება დამატებითი 

პირობები, რომლებიც უწყვეტ ფუნქციათა კლასიდან გამოყოფენ ქვეკლასს, რომლის 

ფურიეს მწკრივები თანაბრად კრებადია. ამ კლასების გამოსაყოფად ძირითადად 

გამოყენებულია 2 მიდგომა: 

1. ქვეკლასების დახასიათება უწყვეტობის მოდულის ტერმინებში, 

2. ქვეკლასების დახასიათება ფუნქციათა ოსცილაციის ტერმინებში. 
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თავის ერთ-ერთ ნაშრომში  ჟორდანმა [5]   შემოიღო BV კლასის ცნება და ეს კლასი 

გამოიყენა ფურიეს ტრიგონომეტრიული მწკრივების კრებადობის საკითხებში. 

ჟორდანის კლასი განაზოგადეს ვინერმა [10], მარცინკევიჩმა [7], ვატერმანმა [11], 

ჭანტურიამ [3], კიტას და იოდენამ [6], ახობაძემ [2], გოგინავამ [4]. ვილენკინის 

სისტემისთვის ერთგანზომილებიან შემთხვევაში სასრული რხევის ფუნქციათა კლასი 

BF და განზოგადებული სასრული რხევის ფუნციათა კლასი GBF შემოიღეს ონევერმა 

და ვატერმანმა [8]. 

შემოვიღოთ სასრული ოსცილაციის ფუნქციათა  კლასის ცნება.  ვთქვათ  

𝑂(𝑓, 𝑀𝑘) = ∑ 𝜔 (𝑓, 𝐼𝑘 + 𝑍𝛽
(𝑘)

)

𝑀𝑘−1

𝛽=0

, 

სადაც  

𝜔 (𝑓, 𝐼𝑘 + 𝑍𝛽
(𝑘)

) = sup
𝑥,𝑥′∈𝐼𝑘+𝑍𝛽

(𝑘)
|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥′)|. 

განმარტება 1. ვიტვით, რომ ფუნქცია ეკუთვნის სასრული ოსცილაციის ფუნქციათა კლასს 

(𝑓 ∈ 𝐵𝑂(𝐺𝑚)),  თუ 

sup
𝑘

𝑂(𝑓, 𝑀𝑘) < ∞. 

ონევერმა და ვატერმანმა დაამტკიცეს, რომ სამართლიანია შემდეგი თეორემა  

თეორემა OW1. 

ვთქვათ 𝑓 ფუნქცია უწყვეტია 𝐺𝑚-ზე.  თუ 

lim
𝑘→∞

∑
1

𝛽
| ∑ 𝑓 (𝑥 − 𝑍𝛽

(𝑘)
− 𝑗𝑥𝑘) 𝑒

2𝜋𝑖𝑗𝑛𝑘
𝑚𝑘+1

⁄

𝑚𝑘+1−1

𝑗=0

| = 0

𝑀𝑘−1

𝛽=1

 

თანაბრად 𝑥-ის  მიმართ, მაშინ 𝑓  ფუნქციის ფურიეს მწკრივი თანაბრად კრებადია 𝑓-კენ   

𝐺𝑚-ზე. 

თეორემა OW2. 

თუ 𝑓 ∈ 𝐶(𝐺𝑚) ⋂ 𝐵𝑂(𝐺𝑚), მაშინ 𝑆𝑛(𝑓, 𝑥) → 𝑓 თანაბრად 𝑥-ის მიმართ 𝐺𝑚-ზე, როცა 𝑛 → ∞. 
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ვთქვათ 𝑝(𝑢) არის უწყვეტი, ნამდვილმნიშვნელობიანი, მკაცრად ზრდადი ფუნქცია 

განსაზღვრული როცა  𝑢 ≥ 0 ისეთი, რომ 𝑝(0) = 0  და lim𝑢→∞ 𝑝(𝑢) = ∞. 

ვთქვათ 𝑞(𝑢 ) არის  𝑝(𝑢) ფუნქციის შექცეული  ფუნქცია. ვთქვათ  

𝑀(𝑢) = ∫ 𝑝(𝑡)

𝑢

0

𝑑𝑡         და       𝑁(𝑢) = ∫ 𝑞(𝑡)𝑑𝑡

𝑢

0

. 

M და N  ფუნქციები აკმაყოფილებენ იუნგის უტოლობას  

თუ    𝑎, 𝑏 ≥ 0,  მაშინ   𝑎𝑏 ≤ 𝑀(𝑎) +  𝑁(𝑏). 

განმარტება 2. 

ფუნქცია  𝑓 𝐺𝑚-ზე არის განზოგადებული სასრული 𝑀- ოსცილაციის ფუნქცია 

(𝑓 ∈ 𝐵𝑂𝑀),  თუ არსებობს 𝐶 < ∞  ისეთი, რომ  ყოველი   𝑛-თვის  

sup
𝑘

∑ 𝑀

𝑀𝑘−1

𝛽=1

(𝜔 (𝑓, 𝐼𝑘 + 𝑍𝛽
(𝑘)

)) < 𝐶.   

შედეგი [ონევერი, ვატერმანი [8]]. 

ვთქვათ    𝑓 ∈ 𝐶(𝐺𝑚) ⋂ 𝐵𝑂𝑀   და   ∑ 𝑁(𝑘−1)∞
𝑘=1 < ∞,  მაშინ 𝑓  ფუნქციის ფურიეს მწკრივი 

თანაბრად კრებადია 𝑓-კენ   𝐺𝑚-ზე. 

ვილენკინ-ფურიეს მწკრივის (𝐶, 𝛼) (0 < 𝛼 < 1) საშუალოები  განიმარტება შემდეგნაირად: 

𝜎𝑛
𝛼(𝑓; 𝑥) =

1

𝐴𝑛−1
−𝛼 ∑ 𝐴𝑛−𝜈

−𝛼−1

𝑛

𝜈=0

𝑆𝜈(𝑥; 𝑓) 

           =
1

𝐴𝑛−1
−𝛼 ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈

−𝛼

𝑛−1

𝜈=0

𝑓(𝜈)𝛹𝜈(𝑥) 

        =  
mG

f x t 𝐾𝑛
−𝛼(𝑡)𝑑𝜇(𝑡), 

სადაც 
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𝐴0
𝛼 = 0,        𝐴𝑛

𝛼 =
(𝛼 + 1) … (𝛼 + 𝑛)

𝑛!
,       𝛼 ≠ −1, −2 , …, 

𝐾𝑛
−𝛼(𝑡) =

1

𝐴𝑛−1
−𝛼 ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈

−𝛼

𝑛−1

𝜈=0

𝛹𝜈(𝑡). 

ცნობილია, რომ [13] 

                                         𝐴𝑛
𝛼 = ∑ 𝐴𝑛−𝑘

𝛼−1

𝑛−1

𝑘=0

                                                                              (8)   

 𝐴𝑛
𝛼~𝑛𝛼                      (9) 

 𝐴𝑛
𝛼 −  𝐴𝑛−1

𝛼 =  𝐴𝑛
𝛼−1                                                         (10) 

 

ნაშრომში მტკიცდება, რომ სამართლიანია შემდეგი. 

თეორემა 1. 

ვთქვათ 𝑓 ∈ 𝐶(𝐺𝑚) , 𝛼 ∈ (0,1) და  

lim
𝑘→∞

∑
1

𝛽1−𝛼

𝑀𝑘−1

𝛽=1

|(𝑓 (𝑥 − 𝑍𝛽
(𝑘)

) − 𝑓 (𝑥 − 𝑍𝛽
(𝑘)

− 𝑒𝑘))| = 0 

თანაბრად 𝑥-ის მიმართ 𝐺𝑚-ზე. მაშინ 

lim
𝑘→∞

‖𝜎𝑛
−𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝐶 = 0. 

შემოვიღოთ  ფუნქციის მახასიათებელი შემდეგნაირად : 

𝜈(𝑀𝑘 , 𝑓) = ∑ 𝜔 (𝑓, 𝐼𝑘 + 𝑍𝛽
(𝑘)

)

𝑀𝑘−1

𝛽=0

, 

რომელიც წარმოადგენს  ჭანტურიას ცვლილების მოდულის ანალოგს ჯგუფებისათვის. 

სამართლიანია შემდეგი 

თეორემა 2. 

ვთქვათ 𝑓 ∈ 𝐶(𝐺𝑚)  და  𝛼 ∈ (0,1).  თუ  
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∑
𝜈(𝑀𝑘 , 𝑓)

𝑀𝑘
1−𝛼

∞

𝑘=1

< ∞, 

მაშინ  

lim
𝑘→∞

‖𝜎𝑛
−𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝐶 = 0. 

აქედან გამომდინარეობს შემდეგი  შედეგი 

შედეგი 1. 

ვთქვათ   𝑓 ∈ 𝐶(𝐺𝑚) ⋂ 𝐵𝑂𝑀 , 𝛼 ∈ (0,1)  და  

∑ 𝑀𝑘
𝛼

∞

𝑘=1

𝑀−1 (
1

𝑀𝑘
) < ∞, 

მაშინ     

lim
𝑘→∞

‖𝜎𝑛
−𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝐶 = 0. 

შედეგი  2. 

ვთქვათ   𝑓 ∈ 𝐶(𝐺𝑚) ⋂ 𝐵𝑂𝑝 ,  0 < 𝛼 <
1

𝑝
 ,     მაშინ  

lim
𝑘→∞

‖𝜎𝑛
−𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝐶 = 0. 
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ძირითადი შედეგების ჩამოყალიბება 

თეორემა 1. 

ვთქვათ 𝑓 ∈ 𝐶(𝐺𝑚) , 𝛼 ∈ (0,1) და  

lim
𝑘→∞

∑
1

𝛽1−𝛼

𝑀𝑘−1

𝛽=1

|(𝑓 (𝑥 − 𝑍𝛽
(𝑘)

) − 𝑓 (𝑥 − 𝑍𝛽
(𝑘)

− 𝑒𝑘))| = 0 

თანაბრად 𝑥-ის მიმართ 𝐺𝑚-ზე. მაშინ 

lim
𝑘→∞

‖𝜎𝑛
−𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝐶 = 0. 

თეორემა 2. 

ვთქვათ 𝑓 ∈ 𝐶(𝐺𝑚)  და  𝛼 ∈ (0,1).  თუ  

∑
𝜈(𝑀𝑘 , 𝑓)

𝑀𝑘
1−𝛼

∞

𝑘=1

< ∞, 

მაშინ  

lim
𝑘→∞

‖𝜎𝑛
−𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝐶 = 0. 

აქედან გამომდინარეობს შემდეგი  შედეგი 

შედეგი 1. 

ვთქვათ   𝑓 ∈ 𝐶(𝐺𝑚) ⋂ 𝐵𝑂𝑀 , 𝛼 ∈ (0,1)  და  

∑ 𝑀𝑘
𝛼

∞

𝑘=1

𝑀−1 (
1

𝑀𝑘
) < ∞, 

მაშინ     

lim
𝑘→∞

‖𝜎𝑛
−𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝐶 = 0. 

შედეგი  2. 

ვთქვათ   𝑓 ∈ 𝐶(𝐺𝑚) ⋂ 𝐵𝑂𝑝 ,  0 < 𝛼 <
1

𝑝
 ,     მაშინ  

lim
𝑘→∞

‖𝜎𝑛
−𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝐶 = 0. 
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დამხმარე დებულებები 

ვთქვათ  𝑛 ≔ 𝑛(𝐴) = 𝑛𝐴𝑀𝐴 + ⋯ + 𝑛0𝑀0,    𝑛𝐴 ≠ 0.  

ლემა 1.   ვთქვათ   𝛼𝜖(0,1), მაშინ 

∑ 𝐴𝑛−𝑗
−𝛼−1

𝑛

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) = ∑ ∏ 𝛹𝑛𝑙𝑀𝑙
(𝑥)𝐷𝑛𝑘𝑀𝑘

(𝑥)

𝐴

𝑙=𝑘+1

𝐴

𝑘=0

𝐴
𝑛(𝑘)−1
−𝛼  

       − ∑ ∏ 𝛹𝑛𝑙𝑀𝑙
(𝑥) ∑ 𝛹𝑛𝑘𝑀𝑘−1(𝑥)𝐴

𝑛(𝑘−1)+𝑗
−𝛼−1

𝑛𝑘𝑀𝑘−1

𝑗=0

𝐴

𝑙=𝑘+1

𝐴

𝑘=0

𝐷𝑗(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

დამტკიცება. 

 (5) და (8 )  თვისებების გამოყენებით გვექნება 

∑ 𝐴𝑛−𝑗
−𝛼−1

𝑛

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) = ∑ 𝐴𝑛−𝑗
−𝛼−1

𝑛𝐴𝑀𝐴

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) + ∑ 𝐴𝑛−𝑗
−𝛼−1

𝑛

𝑗=𝑛𝐴𝑀𝐴+1

𝐷𝑗(𝑥) 

                              = ∑ 𝐴𝑛−𝑗
−𝛼−1

𝑛𝐴𝑀𝐴

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) + ∑ 𝐴
𝑛(𝐴−1)−𝑗
−𝛼−1

𝑛(𝐴−1)

𝑗=1

𝐷𝑛𝐴𝑀𝐴+𝑗(𝑥) 

                    = ∑ 𝐴𝑛−𝑗
−𝛼−1

𝑛𝐴𝑀𝐴

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) + ∑ 𝐴
𝑛(𝐴−1)−𝑗
−𝛼−1

𝑛(𝐴−1)

𝑗=1

𝐷𝑛𝐴𝑀𝐴
+ ∑ 𝐴

𝑛(𝐴−1)−𝑗
−𝛼−1

𝑛(𝐴−1)

𝑗=1

𝛹𝑛𝐴𝑀𝐴
(𝑥)𝐷𝑗(𝑥) 

             = ∑ 𝐴𝑛−𝑗
−𝛼−1

𝑛𝐴𝑀𝐴

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) + 𝐷𝑛𝐴𝑀𝐴
∑ 𝐴

𝑛(𝐴−1)−1−𝑗
−𝛼−1

𝑛(𝐴−1)−1

𝑗=0

+ 𝛹𝑛𝐴𝑀𝐴
(𝑥) ∑ 𝐴

𝑛(𝐴−1)−𝑗
−𝛼−1

𝑛(𝐴−1)

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) 

          = ∑ 𝐴𝑛−𝑗
−𝛼−1

𝑛𝐴𝑀𝐴

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) + 𝐷𝑛𝐴𝑀𝐴
𝐴

𝑛(𝐴−1)−1
−𝛼 + 𝛹𝑛𝐴𝑀𝐴

(𝑥) ∑ 𝐴
𝑛(𝐴−1)−𝑗
−𝛼−1

𝑛(𝐴−1)

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) 

გამოვიყენოთ იტერაცია, გვექნება 

  ∑ 𝐴
𝑛(𝐴−1)−𝑗
−𝛼−1

𝑛(𝐴−1)

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) = ∑ 𝐴
𝑛(𝐴−1)−𝑗
−𝛼−1

𝑛𝐴−1𝑀𝐴−1

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) + ∑ 𝐴
𝑛(𝐴−1)−𝑗
−𝛼−1

𝑛(𝐴−1)

𝑗=𝑛𝐴−1𝑀𝐴−1+1

𝐷𝑗(𝑥) 

= ∑ 𝐴
𝑛(𝐴−1)−𝑗
−𝛼−1

𝑛𝐴−1𝑀𝐴−1

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) + ∑ 𝐴
𝑛(𝐴−2)−𝑗
−𝛼−1

𝑛(𝐴−2)

𝑗=1

𝐷𝑛𝐴−1𝑀𝐴−1+𝑗(𝑥) 
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= ∑ 𝐴
𝑛(𝐴−1)−𝑗
−𝛼−1

𝑛𝐴−1𝑀𝐴−1

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) + ∑ 𝐴
𝑛(𝐴−2)−𝑗
−𝛼−1 𝐷𝑛𝐴−1𝑀𝐴−1

(𝑥)

𝑛(𝐴−2)

𝑗=1

+ ∑ 𝐴
𝑛(𝐴−2)−𝑗
−𝛼−1

𝑛(𝐴−2)

𝑗=1

𝛹𝑛𝐴−1𝑀𝐴−1
(𝑥)𝐷𝑗 

= ∑ 𝐴
𝑛(𝐴−1)−𝑗
−𝛼−1

𝑛𝐴−1𝑀𝐴−1

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) + 𝐷𝑛𝐴−1𝑀𝐴−1
(𝑥) ∑ 𝐴

𝑛(𝐴−2)−1−𝑗
−𝛼−1

𝑛(𝐴−2)−1

𝑗=0

+ 𝛹𝑛𝐴−1𝑀𝐴−1
(𝑥) ∑ 𝐴

𝑛(𝐴−2)−𝑗
−𝛼−1

𝑛(𝐴−2)

𝑗=1

𝐷𝑗 

= ∑ 𝐴
𝑛(𝐴−1)−𝑗
−𝛼−1

𝑛𝐴−1𝑀𝐴−1

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) + 𝐷𝑛𝐴−1𝑀𝐴−1
(𝑥)𝐴

𝑛(𝐴−2)−1
−𝛼 + 𝛹𝑛𝐴−1𝑀𝐴−1

(𝑥) ∑ 𝐴
𝑛(𝐴−2)−𝑗
−𝛼−1

𝑛(𝐴−2)

𝑗=1

𝐷𝑗 

⋯ ⋯ ⋯ 

∑ 𝐴
𝑛(1)−𝑗
−𝛼−1

𝑛(1)

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) = ∑ 𝐴
𝑛(1)−𝑗
−𝛼−1

𝑛1𝑀1

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) + ∑ 𝐴
𝑛(𝐴−1)−𝑗
−𝛼−1

𝑛(1)

𝑗=𝑛1𝑀1+1

𝐷𝑗(𝑥) 

    = ∑ 𝐴
𝑛(1)−𝑗
−𝛼−1

𝑛1𝑀1

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) + ∑ 𝐴
𝑛(0)−𝑗
−𝛼−1

𝑛(0)

𝑗=1

𝐷𝑛1𝑀1+𝑗(𝑥) 

  = ∑ 𝐴
𝑛(1)−𝑗
−𝛼−1

𝑛1𝑀1

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) + ∑ 𝐴
𝑛(0)−𝑗
−𝛼−1 𝐷𝑛1𝑀1

(𝑥)

𝑛(0)

𝑗=1

+ ∑ 𝐴
𝑛(0)−𝑗
−𝛼−1

𝑛(0)

𝑗=1

𝛹𝑛1𝑀1
(𝑥)𝐷𝑗(𝑥) 

                          = ∑ 𝐴
𝑛(1)−𝑗
−𝛼−1

𝑛1𝑀1

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) + 𝐷𝑛1𝑀1
(𝑥) ∑ 𝐴

𝑛(0)−1−𝑗
−𝛼−1

𝑛(0)−1

𝑗=0

+ 𝛹𝑛1𝑀1
(𝑥) ∑ 𝐴

𝑛(0)−𝑗
−𝛼−1

𝑛(0)

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) 

           = ∑ 𝐴
𝑛(1)−𝑗
−𝛼−1

𝑛1𝑀1

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) + 𝐷𝑛1𝑀1
(𝑥)𝐴

𝑛(0)−1
−𝛼 + 𝛹𝑛1𝑀1

(𝑥) ∑ 𝐴
𝑛(0)−𝑗
−𝛼−1

𝑛(0)

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) 

 

საბოლოოდ მივიღებთ, რომ 

                               ∑ 𝐴𝑛−𝑗
−𝛼−1

𝑛

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) = ∑ ∏ 𝛹𝑛𝑙𝑀𝑙
(𝑥) ∑ 𝐴

𝑛(𝑘)−𝑗
−𝛼−1 𝐷𝑗(𝑥) +                               

𝑛𝑘𝑀𝑘

𝑗=1

  

𝐴

𝑙=𝑘+1

𝐴

𝑘=0

(11) 

                                    + ∑ ∏ 𝛹𝑛𝑙𝑀𝑙
(𝑥)𝐷𝑛𝑘𝑀𝑘

(𝑥)𝐴
𝑛(𝑘−1)−1
−𝛼

𝐴

𝑙=𝑘+1

= 𝐽1 + 𝐽2

𝐴

𝑘=0

. 
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(7) თვისების გამოყენებით გვექნება  

𝐽1 = ∑ ∏ 𝛹𝑛𝑙𝑀𝑙
(𝑥) ∑ 𝐴

𝑛(𝑘)−𝑗
−𝛼−1 𝐷𝑗(𝑥)

𝑛𝑘𝑀𝑘

𝑗=1

𝐴

𝑙=𝑘+1

𝐴

𝑘=0

= ∑ ∏ 𝛹𝑛𝑙𝑀𝑙
(𝑥) ∑ 𝐴

𝑛(𝑘−1)+𝑛𝑘𝑀𝑘−𝑗
−𝛼−1 𝐷𝑗(𝑥)

𝑛𝑘𝑀𝑘

𝑗=1

𝐴

𝑙=𝑘+1

𝐴

𝑘=0

 

= ∑ ∏ 𝛹𝑛𝑙𝑀𝑙
(𝑥) ∑ 𝐴

𝑛(𝑘−1)+𝑗
−𝛼−1 𝐷𝑛𝑘𝑀𝑘−𝑗(𝑥)

𝑛𝑘𝑀𝑘−1

𝑗=0

𝐴

𝑙=𝑘+1

𝐴

𝑘=0

 

                                        = ∑ ∏ 𝛹𝑛𝑙𝑀𝑙
(𝑥) ∑ 𝐴

𝑛(𝑘−1)+𝑗
−𝛼−1 𝐷𝑛𝑘𝑀𝑘

(𝑥)

𝑛𝑘𝑀𝑘−1

𝑗=0

𝐴

𝑙=𝑘+1

𝐴

𝑘=0

                                     (12)  

       − ∑ ∏ 𝛹𝑛𝑙𝑀𝑙
(𝑥) ∑ 𝐴

𝑛(𝑘−1)+𝑗
−𝛼−1 𝛹𝑛𝑘𝑀𝑘−1(𝑥)𝐷𝑗(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑛𝑘𝑀𝑘−1

𝑗=0

𝐴

𝑙=𝑘+1

𝐴

𝑘=0

 

 

ადვილი დასანახია, რომ 

            ∑ 𝐴
𝑛(𝑘−1)+𝑗
−𝛼−1 =

𝑛𝑘𝑀𝑘−1

𝑗=0

∑ 𝐴𝑗
−𝛼−1 =

𝑛(𝑘−1)+𝑛𝑘𝑀𝑘−1

𝑗=𝑛(𝑘−1)

∑ 𝐴𝑗
−𝛼−1

𝑛(𝑘)−1

𝑗=𝑛(𝑘−1)

                                                   (13) 

     = ∑ 𝐴𝑗
−𝛼−1 − ∑ 𝐴𝑗

−𝛼−1 = 𝐴
𝑛(𝑘)−1
−𝛼

𝑛(𝑘−1)−1

𝑗=0

𝑛(𝑘)−1

𝑗=0

− 𝐴
𝑛(𝑘−1)−1
−𝛼  

დავუშვათ, რომ  𝑛(−1) = 0. 

(12)  და (13)   ჩავსვათ  (11)-ში, მივიღებთ 

∑ 𝐴𝑛−𝑗
−𝛼−1

𝑛

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥) = ∑ ∏ 𝛹𝑛𝑙𝑀𝑙
(𝑥)𝐷𝑛𝑘𝑀𝑘

(𝑥) ∑ 𝐴
𝑛(𝑘−1)+𝑗
−𝛼−1

𝑛𝑘𝑀𝑘−1

𝑗=0

𝐴

𝑙=𝑘+1

𝐴

𝑘=0

               

              − ∑ ∏ 𝛹𝑛𝑙𝑀𝑙
(𝑥) ∑ 𝐴

𝑛(𝑘−1)+𝑗
−𝛼−1 𝛹𝑛𝑘𝑀𝑘−1(𝑥)𝐷𝑗(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑛𝑘𝑀𝑘−1

𝑗=0

𝐴

𝑙=𝑘+1

𝐴

𝑘=0

 

+ ∑ ∏ 𝛹𝑛𝑙𝑀𝑙
(𝑥)𝐷𝑛𝑘𝑀𝑘

(𝑥)𝐴
𝑛(𝑘−1)−1
−𝛼

𝐴

𝑙=𝑘+1

𝐴

𝑘=0
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                     = ∑ ∏ 𝛹𝑛𝑙𝑀𝑙
(𝑥)𝐷𝑛𝑘𝑀𝑘

(𝑥)(𝐴
𝑛(𝑘)−1
−𝛼 − 𝐴

𝑛(𝑘−1)−1
−𝛼 )

𝐴

𝑙=𝑘+1

𝐴

𝑘=1

 

+ ∏ 𝛹𝑛𝑙𝑀𝑙
(𝑥)𝐷𝑛0𝑀0

(𝑥) ∑ 𝐴
𝑛(𝑘−1)+𝑗
−𝛼−1

𝑛0𝑀0−1

𝑗=0

𝐴

𝑙=1

 

                         − ∑ ∏ 𝛹𝑛𝑙𝑀𝑙
(𝑥) ∑ 𝐴

𝑛(𝑘−1)+𝑗
−𝛼−1 𝛹𝑛𝑘𝑀𝑘−1(𝑥)𝐷𝑗(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑛𝑘𝑀𝑘−1

𝑗=0

𝐴

𝑙=𝑘+1

𝐴

𝑘=0

 

+ ∑ ∏ 𝛹𝑛𝑙𝑀𝑙
(𝑥)𝐷𝑛𝑘𝑀𝑘

(𝑥)𝐴
𝑛(𝑘−1)−1
−𝛼

𝐴

𝑙=𝑘+1

𝐴

𝑘=0

 

= ∑ ∏ 𝛹𝑛𝑙𝑀𝑙
(𝑥)𝐷𝑛𝑘𝑀𝑘

(𝑥)

𝐴

𝑙=𝑘+1

𝐴

𝑘=0

𝐴
𝑛(𝑘)−1
−𝛼  

                           − ∑ ∏ 𝛹𝑛𝑙𝑀𝑙
(𝑥) ∑ 𝛹𝑛𝑘𝑀𝑘−1(𝑥)𝐴

𝑛(𝑘−1)+𝑗
−𝛼−1

𝑛𝑘𝑀𝑘−1

𝑗=0

𝐴

𝑙=𝑘+1

𝐴

𝑘=0

𝐷𝑗(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

ლემა 1 დამტკიცებულია. 

ლემა 2.    ვთქვათ   𝛼𝜖(0,1), მაშინ 

|𝐾𝑛
−𝛼(𝑥)| ≤

𝑐(𝛼)

𝐴𝑛−1
−𝛼 ∑ 𝑀𝑙

−𝛼𝐷𝑀𝑙
(𝑥)

𝐴

𝑙=0

 

დამტკიცება.  

ლემა 1-ის  გათვალისწინებით  გვაქვს 

|∑ 𝐴𝑛−𝑗
−𝛼−1

𝑛

𝑗=1

𝐷𝑗(𝑥)| ≤ ∑ 𝐷𝑛𝑘𝑀𝑘

𝐴

𝑘=0

(𝑥)𝐴
𝑛(𝑘)−1
−𝛼 + ∑ ∑ |𝐴

𝑛(𝑘−1)+𝑗
−𝛼−1 |

𝑛𝑘𝑀𝑘−1

𝑗=0

𝐴

𝑘=0

|𝐷𝑗(𝑥)|: = 𝐵1 + 𝐵2 

დავუშვათ, რომ 𝑛𝑘 ≠ 0. 

𝐷𝑛𝐴𝑀𝐴
(𝑥) = ∑ 𝛹𝜈(𝑥)

𝑛𝐴𝑀𝐴−1

𝜈=0

= ∑ ∑ 𝛹𝜈(𝑥) = ∑ ∑ 𝛹𝜈+𝑟𝑀𝐴
(𝑥)

𝑀𝐴−1

𝜈=0

𝑛𝐴−1

𝑟=0

(𝑟+1)𝑀𝐴−1

𝜈=𝑟𝑀𝐴

𝑛𝐴−1

𝑟=0

 



16 

 

   = ∑ ∑ 𝛹𝜈(𝑥)

𝑀𝐴−1

𝜈=0

𝑛𝐴−1

𝑟=0

𝛹𝑟𝑀𝐴
(𝑥) = ∑ 𝛹𝑀𝐴

𝑟 (𝑥) ∑ 𝛹𝜈(𝑥)

𝑀𝐴−1

𝜈=0

𝑛𝐴−1

𝑟=0

= ∑ 𝛹𝑀𝐴

𝑟 (𝑥)𝐷𝑀𝐴
(𝑥)

𝑛𝐴−1

𝑟=0

 

(9)   თვისების გამოყენებით  𝐴
𝑛(𝑘)−1
−𝛼 ~𝑀𝑘

−𝛼.   გვექნება, რომ 

𝐵1 ≤ 𝑐(𝛼) ∑ 𝑀𝑘
−𝛼𝐷𝑀𝑘

(𝑥)

𝐴

𝑘=0

 

𝐵2-ის შესაფასებლად გამოვიყენოთ  (6) . 

𝐵2 = ∑ ∑ |𝐴
𝑛(𝑘−1)+𝑗
−𝛼−1 |

𝑛𝑘𝑀𝑘−1

𝑗=0

𝐴

𝑘=0

|𝐷𝑗(𝑥)|   

      = ∑ ∑ ∑ |𝐴
𝑛(𝑘−1)+𝑗
−𝛼−1 |

(𝑟+1)𝑀𝑘−1

𝑗=𝑟𝑀𝑘

𝑛𝑘−1

𝑟=0

𝐴

𝑘=0

|𝐷𝑗(𝑥)| 

      = ∑ ∑ ∑ |𝐴
𝑛(𝑘−1)+𝑗+𝑟𝑀𝑘

−𝛼−1 |

𝑀𝑘−1

𝑗=0

𝑛𝑘−1

𝑟=0

𝐴

𝑘=0

|𝐷𝑗+𝑟𝑀𝑘
(𝑥)| 

      = ∑ ∑ ∑ |𝐴
𝑛(𝑘−1)+𝑗+𝑟𝑀𝑘

−𝛼−1 |

𝑀𝑘−1

𝑗=0

𝑛𝑘−1

𝑟=0

𝐴

𝑘=0

𝐷𝑀𝐾
(𝑥) + ∑ ∑ ∑ |𝐴

𝑛(𝑘−1)+𝑗+𝑟𝑀𝑘

−𝛼−1 |

𝑀𝑘−1

𝑗=0

𝑛𝑘−1

𝑟=0

𝐴

𝑘=0

|𝐷𝑗(𝑥)| = 𝐵21 + 𝐵22 

როცა  𝑟 ≠ 0, მაშინ   𝐴
𝑛(𝑘−1)+𝑗+𝑟𝑀𝑘

−𝛼−1 ~𝑀𝑘
−𝛼−1 

𝐵21 ≤ ∑ ∑ 𝑀𝑘
−𝛼−1𝐷𝑀𝐾

(𝑥)

𝑀𝑘−1

𝑗=0

𝐴

𝑘=0

= ∑ 𝑀𝑘
−𝛼−1𝐷𝑀𝐾

(𝑥)𝑀𝑘 = ∑ 𝑀𝑘
−𝛼𝐷𝑀𝑘

(𝑥)

𝐴

𝑘=0

𝐴

𝑘=0

. 

ცნობილია, რომ [9] 

𝐷𝑛(𝑥) = 𝛹𝑛(𝑥) ∑ 𝐷𝑀𝑗
(𝑥)

∞

𝑗=0

∑ 𝑟𝑗
𝑎

𝑚𝑗−1

𝑎=𝑚𝑗−𝑛𝑗

 

𝑛(𝑘−1) = 𝑛𝑘−1𝑀𝑘−1 + ⋯ + 𝑛0𝑀0  

დავუშვათ, რომ 𝑛𝑘−1 = 𝑛𝑘−2 =  ⋯ = 𝑛𝑡+1 = 0  და  𝑛𝑡 ≠ 0. მაშინ 

𝐵22 ≤ ∑ ∑ ∑ |𝐴
𝑛(𝑘−1)+𝑗
−𝛼−1 |

𝑀𝑞+1−1

𝑗=𝑀𝑞

𝑘−1

𝑞=0

𝐴

𝑘=0

|𝐷𝑗(𝑥)| 
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      = ∑ ∑ ∑ |𝐴
𝑛(𝑘−1)+𝑗
−𝛼−1 |

𝑀𝑞+1−1

𝑗=𝑀𝑞

𝑡

𝑞=0

𝐴

𝑘=0

|𝐷𝑗(𝑥)| + ∑ ∑ ∑ |𝐴
𝑛(𝑘−1)+𝑗
−𝛼−1 |

𝑀𝑞+1−1

𝑗=𝑀𝑞

𝑘−1

𝑞=𝑡+1

𝐴

𝑘=0

|𝐷𝑗(𝑥)| 

          ∑ ∑ |𝐴
𝑛(𝑘−1)+𝑗
−𝛼−1 |

𝑀𝑞+1−1

𝑗=𝑀𝑞

𝑡

𝑞=0

|𝐷𝑗(𝑥)| ≤ ∑ ∑ 𝑀𝑡
−𝛼−1

𝑀𝑞+1−1

𝑗=𝑀𝑞

𝑡

𝑞=0

∑ 𝐷𝑀𝑙
(𝑥)

𝑞

𝑙=0

 

       ≤ ∑(𝑀𝑞+1 − 𝑀𝑞)𝑀𝑡
−𝛼−1

𝑡

𝑞=0

∑ 𝐷𝑀𝑙
(𝑥)

𝑞

𝑙=0

≤ ∑(𝑀𝑞+1 − 𝑀𝑞)𝑀𝑡
−𝛼−1

𝑡

𝑞=0

∑ 𝐷𝑀𝑙
(𝑥)

𝑡

𝑙=0

 

       = 𝑀𝑡 ∙ 𝑀𝑡
−𝛼−1 ∑ 𝐷𝑀𝑙

(𝑥)

𝑡

𝑙=0

= 𝑀𝑡
−𝛼 ∑ 𝐷𝑀𝑙

(𝑥)

𝑡

𝑙=0

 

        ∑ 𝑀𝑡
−𝛼 ∑ 𝐷𝑀𝑙

(𝑥)

𝑡

𝑙=0

≤

𝐴

𝑡=0

∑ 𝐷𝑀𝑙
(𝑥) ∑ 𝑀𝑡

−𝛼

𝐴

𝑡=𝑙

≤

𝐴

𝑡=0

∑ 𝑀𝑙
−𝛼𝐷𝑀𝑙

(𝑥)

𝐴

𝑙=0

 

დაშვების ძალით 𝑛𝑘−1 = 𝑛𝑘−2 =  ⋯ = 𝑛𝑡+1 = 0. რადგანაც 

|𝐷𝑗(𝑥)| = ∑ 𝐷𝑀𝑙
(𝑥)

𝑞

𝑙=0

= ∑ 𝐷𝑀𝑙
(𝑥)

𝑡

𝑙=0

, 

ამიტომ 

∑ ∑ |𝐴
𝑛(𝑘−1)+𝑗
−𝛼−1 |

𝑀𝑞+1−1

𝑗=𝑀𝑞

𝑘−1

𝑞=𝑡+1

|𝐷𝑗(𝑥)| ≤ ∑ ∑ 𝑀𝑞
−𝛼−1

𝑀𝑞+1−1

𝑗=𝑀𝑞

𝑘−1

𝑞=𝑡+1

∑ 𝐷𝑀𝑙
(𝑥)

𝑞

𝑙=0

 

             ≤ ∑ 𝑀𝑞
−𝛼

𝑘−1

𝑞=𝑡+1

∑ 𝐷𝑀𝑙
(𝑥) ≤ 𝑀𝑡

−𝛼

𝑞

𝑙=0

∑ 𝐷𝑀𝑙
(𝑥)

𝑡

𝑙=0

. 

𝐵22 ≤ 𝑐(𝛼) ∑ 𝑀𝑙
−𝛼𝐷𝑀𝑙

(𝑥)

𝐴

𝑙=0

. 

საბოლოოდ დავასკვნით , რომ 

|𝐾𝑛
−𝛼(𝑥)| ≤

𝑐(𝛼)

𝐴𝑛−1
−𝛼 ∑ 𝑀𝑙

−𝛼𝐷𝑀𝑙
(𝑥).

𝐴

𝑙=0
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დავუშვათ, რომ 𝑍𝛽
(𝑘)

= (0, ⋯ 0, 𝑥𝑞 ≠ 0, 𝑥𝑞+1, ⋯ 𝑥𝑘−1, 0,0, ⋯ ), მაშინ 

𝛽 = ∑ (
𝑥𝑗

𝑀𝑗+1
)

𝑘−1

𝑗=𝑞

𝑀𝑘~
𝑀𝑘

𝑀𝑞
 

ლემა 3.   

ვთქვათ 𝛼 ∈ (0,1). მაშინ  

|𝐾𝑛
−𝛼 (𝑍𝛽

(𝑘)
)| ≤

𝑐(𝛼)

𝛽1−𝛼
𝑀𝑘

1−𝛼 

დამტკიცება. 

(9)    თვისების გამოყენებით  გვექნება 

|𝐾𝑛
−𝛼 (𝑍𝛽

(𝑘)
)| ≤

𝑐(𝛼)

𝐴𝑛−1
−𝛼 ∑ 𝑀𝑙

−𝛼𝐷𝑀𝑙
(𝑍𝛽

(𝑘)
) ≤

𝐴

𝑙=0

𝑐(𝛼)

𝐴𝑛−1
−𝛼 ∑ 𝑀𝑙

−𝛼𝑀𝑙 =

𝑞

𝑙=0

𝑐(𝛼)

𝐴𝑛−1
−𝛼 ∑ 𝑀𝑙

1−𝛼

𝑞

𝑙=0

                 

                                      ≤
𝑐(𝛼)

𝑀𝑘
−𝛼 𝑀𝑞

1−𝛼 =
𝑐(𝛼) ∙ 𝑀𝑘

𝑀𝑘
1−𝛼 𝑀𝑞

1−𝛼 =
𝑐(𝛼)

𝛽1−𝛼
𝑀𝑘. 

ლემა 4.  [10]  ვთქვათ  𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝐺𝑚) ,  𝑝 ∈ [1, ∞] . მაშინ   ∀𝛼 ∈ (0,1)- თვის გვაქვს შემდეგი 

შეფასება  

1

𝐴𝑛
−𝛼 ‖

mG

 ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

𝑀𝑘−1−1

𝜈=0

𝛹𝜈(𝑡)    f x t f x    ‖

𝑝

𝑑𝜇(𝑡) ≤ 𝑐(𝑝, 𝛼) ∑
𝑀𝑟

𝑀𝑘

𝑘−1

𝑟=0

 𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘
). 

ლემა 5.  [1]  ვთქვათ 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛  ნამდვილი რიცხვებია, მაშინ 

1

𝑛
mG

 |∑ 𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

𝐷𝑘(𝑡)| 𝑑𝜇(𝑡) ≤
𝑐

√𝑛
(∑ 𝑎𝑘

2

𝑛

𝑘=1

)

1
2⁄

, 

სადაც  𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 
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ძირითადი შედეგების დამტკიცება 

თეორემა 1. 

ვთქვათ 𝑓 ∈ 𝐶(𝐺𝑚) , 𝛼 ∈ (0,1) და  

lim
𝑘→∞

∑
1

𝛽1−𝛼

𝑀𝑘−1

𝛽=1

|(𝑓 (𝑥 − 𝑍𝛽
(𝑘)

) − 𝑓 (𝑥 − 𝑍𝛽
(𝑘)

− 𝑒𝑘))| = 0 

თანაბრად 𝑥-ის მიმართ 𝐺𝑚-ზე. მაშინ 

lim
𝑘→∞

‖𝜎𝑛
−𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝐶 = 0. 

დამტკიცება. 

   𝜎𝑛
−𝛼(𝑥, 𝑓) − 𝑓(𝑥) =    

mG

f x t f x    𝐾𝑛
−𝛼(𝑡)𝑑𝜇(𝑡) 

                                     =
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

𝑛−1

𝜈=0

𝛹𝜈(𝑡)[𝑓(𝑥 − 𝑡) − 𝑓(𝑥)]𝑑𝜇(𝑡) 

                                    =
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

𝑀𝑘−1−1

𝜈=0

𝛹𝜈(𝑡)    f x t f x    𝑑𝜇(𝑡) 

                                    =
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

𝑀𝑘−1

𝜈=𝑀𝑘−1

𝛹𝜈(𝑡)    f x t f x    𝑑𝜇(𝑡) 

=
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

𝑛𝑘𝑀𝑘−1

𝜈=𝑀𝑘

𝛹𝜈(𝑡)    f x t f x    𝑑𝜇(𝑡) 

=
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

𝑛−1

𝜈=𝑛𝑘𝑀𝑘

𝛹𝜈(𝑡)    f x t f x    𝑑𝜇(𝑡) 

                                     = 𝐼 + 𝐼𝐼 + 𝐼𝐼𝐼 + 𝐼𝑉 

თავდაპირველად შევაფასოთ  IV. 

𝐼𝑉 =
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

𝑛−1

𝜈=𝑛𝑘𝑀𝑘

𝛹𝜈(𝑡)    f x t f x    𝑑𝜇(𝑡) 
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                 =
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

𝑛′−1

𝜈=0

𝛹𝜈(𝑡)𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(𝑡)    f x t f x    𝑑𝜇(𝑡) 

             =
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(𝑡) ∑ 𝐴𝑛−𝜈
−𝛼

𝑛′

𝜈=0

𝐷𝜈(𝑡)    f x t f x    𝑑𝜇(𝑡) 

=
𝐴𝑛′−1

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(𝑡) 𝐾𝑛′
−𝛼(𝑡)    f x t f x    𝑑𝜇(𝑡) 

გამოვიყენოთ 𝐺𝑚 –ის  (1) წარმოდგენა. 

თუ   𝑥 ∈ 𝐼𝑘 ,      0 ≤ 𝛽 < 𝑀𝑘,  მაშინ 

𝐷𝑛′ (𝑍𝛽
(𝑘)

+ 𝑡) = ∑ 𝛹𝑖

𝑛 ′−1

𝑖=0

(𝑍𝛽
(𝑘)

) 𝛹𝑖(𝑡) = ∑ 𝛹𝑖

𝑛 ′−1

𝑖=0

(𝑍𝛽
(𝑘)

) = 𝐷𝑛′ (𝑍𝛽
(𝑘)

), 

𝐾𝑛′ (𝑍𝛽
(𝑘)

+ 𝑡) = 𝐾𝑛′ (𝑍𝛽
(𝑘)

). 

𝛹𝑘(𝑡)-ების ორთოგონალურობის გამო 

mG

 𝑓(𝑥)𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(𝑡) 𝐾𝑛′
−𝛼(𝑡)𝑑𝜇(𝑡) = 0. 

𝐼𝑉 =
𝐴𝑛′−1

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 𝑓(𝑥 − 𝑡) 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(𝑡) 𝐾𝑛′
−𝛼(𝑡)𝑑𝜇(𝑡) 

      =
𝐴𝑛′−1

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼 ∑

 k
kI Z


𝑀𝑘−1

𝛽=0

𝑓(𝑥 − 𝑡) 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(𝑡) 𝐾𝑛′
−𝛼(𝑡)𝑑𝜇(𝑡) 

      =
𝐴𝑛′−1

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼 ∑

kI


𝑀𝑘−1

𝛽=0

𝑓 (𝑥 − 𝑡 − 𝑍𝛽
(𝑘)

)  𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(𝑡) 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘 (𝑍𝛽
(𝑘)

) 𝐾𝑛′
−𝛼 (𝑍𝛽

(𝑘)
+ 𝑡) 𝑑𝜇(𝑡) 

      =
𝐴𝑛′−1

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼

kI

 𝑓(𝑥 − 𝑡) 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(𝑡) 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(0) 𝐾𝑛′
−𝛼(0)𝑑𝜇(𝑡) 

     +
𝐴𝑛′−1

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼 ∑

kI


𝑀𝑘−1

𝛽=1

𝑓 (𝑥 − 𝑡 − 𝑍𝛽
(𝑘)

)  𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(𝑡) 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘 (𝑍𝛽
(𝑘)

) 𝐾𝑛′
−𝛼 (𝑍𝛽

(𝑘)
) 𝑑𝜇(𝑡) = 𝐼𝑉1 + 𝐼𝑉2 
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შევნიშნოთ, რომ სამართლიანია შემდეგი  

 𝛹𝑀𝑘

−𝑛𝑘(𝑒𝑘) 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(𝑡) = 𝑒
−2𝜋𝑖
𝑚𝑘

𝑛𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑡𝑘

𝑚𝑘
𝑛𝑘 = 𝑒

2𝜋𝑖(𝑡𝑘−1)
𝑚𝑘

𝑛𝑘 =  𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(𝑡 − 𝑒𝑘) 

 

ასევე გვაქვს შემდეგი შეფასება : 

|1 −  𝛹𝑀𝑘

−𝑛𝑘(𝑒𝑘)| = |1 − cos
2𝜋

𝑚𝑘
𝑛𝑘 + 𝑖 sin

2𝜋

𝑚𝑘
𝑛𝑘| 

                                 = √1 − 2 cos
2𝜋

𝑚𝑘
𝑛𝑘 + cos2

2𝜋

𝑚𝑘
𝑛𝑘 + sin2

2𝜋

𝑚𝑘
𝑛𝑘 

                                 = √2 − 2 cos
2𝜋

𝑚𝑘
𝑛𝑘 = |2 sin

𝜋

𝑚𝑘
𝑛𝑘| ≥ 2 sin

𝜋

𝑚
= 𝑐 

       𝛹𝑀𝑘

−𝑛𝑘(𝑒𝑘)𝐼𝑉1 =  𝛹𝑀𝑘

−𝑛𝑘(𝑒𝑘)
𝐴𝑛′−1

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼

kI

 𝑓(𝑥 − 𝑡) 𝐾𝑛′
−𝛼(0) 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(𝑡)𝑑𝜇(𝑡) 

                                 =
𝐴𝑛′−1

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼

kI

 𝑓(𝑥 − 𝑡) 𝐾𝑛′
−𝛼(0) 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(𝑡 − 𝑒𝑘)𝑑𝜇(𝑡) 

                                 =
𝐴𝑛′−1

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼

kI

 𝑓(𝑥 − 𝑡 − 𝑒𝑘) 𝐾𝑛′
−𝛼(0) 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(𝑡)𝑑𝜇(𝑡). 

აქედან გამომდინარე გვექნება 

| 𝐼𝑉1 − 𝛹𝑀𝑘

−𝑛𝑘(𝑒𝑘)𝐼𝑉1| ≤ |1 −  𝛹𝑀𝑘

−𝑛𝑘(𝑒𝑘)| 

      ×
𝐴𝑛′−1

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼

kI

 |(𝑓(𝑥 − 𝑡)  − 𝑓(𝑥 − 𝑡 − 𝑒𝑘))𝐾𝑛′
−𝛼(0) 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(𝑡)|𝑑𝜇(𝑡) 

  ≤ 𝑐
𝑛′−𝛼

𝑛′

𝑛−𝛼𝑀𝑘
𝜔 (𝑓,

1

𝑀𝑘
) ≤ 𝑐

𝑛′1−𝛼

𝑛1−𝛼
𝜔 (𝑓,

1

𝑀𝑘
) = 𝑐 (

𝑛′

𝑛
)

1−𝛼

𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘
) ≤ 𝑐 𝜔 (𝑓,

1

𝑀𝑘
) 

ლემა 3-ის გათვალისწინებით 

|𝐾𝑛
−𝛼 (𝑍𝛽

(𝑘)
)| ≤

𝑐(𝛼)

𝛽1−𝛼
𝑀𝑘

1−𝛼 



22 

 

𝐼𝑉1-ის შეფასების  ანალოგიურად   𝐼𝑉2-თვის  გვექნება  

| 𝐼𝑉2 − 𝛹𝑀𝑘

−𝑛𝑘(𝑒𝑘)𝐼𝑉2| ≤ |1 −  𝛹𝑀𝑘

−𝑛𝑘(𝑒𝑘)| 

×
𝐴𝑛′−1

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼

kI

 ∑
1

𝛽1−𝛼

𝑀𝑘−1

𝛽=1

|(𝑓 (𝑥 − 𝑡 − 𝑍𝛽
(𝑘)

) − 𝑓 (𝑥 − 𝑡 − 𝑍𝛽
(𝑘)

− 𝑒𝑘))  𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(𝑡)| 𝑑𝜇(𝑡) 

≤
𝑐(𝛼)𝑛′−𝛼

𝑀𝑘
1−𝛼 𝑀𝑘

1−𝛼𝑜(1) 

ახლა შევაფასოთ  𝐼𝐼𝐼  წევრი. 

𝐼𝐼𝐼 =
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

𝑛𝑘𝑀𝑘−1

𝜈=𝑀𝑘

𝛹𝜈(𝑡)    f x t f x    𝑑𝜇(𝑡) 

       =
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−1

𝜈=𝑀𝑘

𝛹𝜈(𝑡)    f x t f x    𝑑𝜇(𝑡) 

      +
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

𝑛𝑘𝑀𝑘−1

𝜈=(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

𝛹𝜈(𝑡)    f x t f x    𝑑𝜇(𝑡) = 𝐼𝐼𝐼1 + 𝐼𝐼𝐼2 

სამართლიანია შემდეგი შეფასება 

‖𝑓 − 𝑆𝑀𝑘
(𝑓)‖

𝐶
= ‖

mG

 (𝑓(∙ −𝑡) − 𝑓(∙))𝐷𝑀𝑘
(𝑡)𝑑𝜇(𝑡)‖

𝐶

 

                            ≤

mG

 ‖𝑓(∙ −𝑡) − 𝑓(∙)‖𝐶𝐷𝑀𝑘
(𝑡)𝑑𝜇(𝑡) 

                           = 𝑀𝑘

kI

 ‖𝑓(∙ −𝑡) − 𝑓(∙)‖𝐶𝑑𝜇(𝑡) ≤ 𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘
). 

ამ შეფასების,  აბელის გარდაქმნისა და (9)    თვისების გამოყენებით გვექნება  

|𝐼𝐼𝐼1| ≤
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 | ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−1

𝜈=𝑀𝑘

𝛹𝜈(𝑡) (𝑓(𝑥 − 𝑡) − 𝑆𝑀𝑘
(𝑓, 𝑥 − 𝑡))| 𝑑𝜇(𝑡) 
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           ≤
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 | ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−1

𝜈=𝑀𝑘

𝛹𝜈(𝑡)| 𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘
)

𝐶

𝑑𝜇(𝑡) 

           ≤ 𝑛𝛼

mG

 | ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼−1

(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−2

𝜈=𝑀𝑘

𝐷𝜈(𝑡)| 𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘
)

𝐶

𝑑𝜇(𝑡) 

          +𝑛𝛼

mG

 |𝐴𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−1
−𝛼 𝐷(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−1(𝑡)|𝜔 (𝑓,

1

𝑀𝑘
)

𝐶

𝑑𝜇(𝑡) 

         +𝑛𝛼

mG

 𝐴𝑛−1−𝑀𝑘

−𝛼 𝐷𝑀𝑘
(𝑡)𝜔 (𝑓,

1

𝑀𝑘
)

𝐶

𝑑𝜇(𝑡) = 𝐼𝐼𝐼11 + 𝐼𝐼𝐼12 + 𝐼𝐼𝐼13 

𝐼𝐼𝐼11-ის შესაფასებლად გამოვიყენოთ შემდეგი ლემა 5. 

𝐼𝐼𝐼11 ≤ 𝑐 ∙ √𝑛 ∙ 𝑛𝛼 ( ∑ (𝑛 − 1 − 𝜈)−2𝛼−2

(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−2

𝜈=𝑀𝑘

)

1
2⁄

𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘
)

𝐶

 

≤ 𝑐 ∙ 𝑀𝑘

1
2⁄ +𝛼

𝑀𝑘
−𝛼−1𝑀𝑘

1
2⁄

𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘
)

𝐶

≤ 𝑐 ∙ 𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘
)

𝐶

 

     𝐼𝐼𝐼12 = 𝑛𝛼

mG

 |𝐴𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−1
−𝛼 𝐷(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−1(𝑡)|𝜔 (𝑓,

1

𝑀𝑘
)

𝐶

𝑑𝜇(𝑡) 

𝐷(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−1(𝑡) = ∑ 𝛹𝜈(𝑡)

(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−1

𝜈=0

− 𝛹(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−1(𝑡) 

                             = ∑ ∑ 𝛹𝜈(𝑡)

(𝑟+1)𝑀𝑘−1

𝜈=𝑟𝑀𝑘

(𝑛𝑘−2)

𝑟=0

− 𝛹(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−1(𝑡) 

                             = ∑ ∑ 𝛹𝜈+𝑟𝑀𝑘
(𝑡)

𝑀𝑘−1

𝜈=0

(𝑛𝑘−2)

𝑟=0

− 𝛹(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−1(𝑡) 

                             = ∑ ∑ 𝛹𝜈(𝑡)𝛹𝑟𝑀𝑘
(𝑡)

𝑀𝑘−1

𝜈=0

(𝑛𝑘−2)

𝑟=0

− 𝛹(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−1(𝑡) 

                             = ∑ 𝛹𝑟𝑀𝑘
(𝑡) ∑ 𝛹𝜈(𝑡) 

𝑀𝑘−1

𝜈=0

(𝑛𝑘−2)

𝑟=0

− 𝛹(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−1(𝑡) 
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                          = ∑ 𝛹𝑟𝑀𝑘
(𝑡)

(𝑛𝑘−2)

𝑟=0

𝐷𝑀𝑘
(𝑡) − 𝛹(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−1(𝑡). 

ამ შეფასებისა,  (2)   და   (9)    თვისებების გამოყენებით 

𝐼𝐼𝐼12 ≤ 𝑐 𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘
)

𝐶

. 

𝐼𝐼𝐼13 = 𝑛𝛼

mG

 𝐴𝑛−1−𝑀𝑘

−𝛼 𝐷𝑀𝑘
(𝑡)𝜔 (𝑓,

1

𝑀𝑘
)

𝐶

𝑑𝜇(𝑡) 

          ≤ 𝑐 𝑀𝑘
𝛼  𝑀𝑘

−𝛼𝑀𝑘

kI

 𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘
)

𝐶

𝑑𝜇(𝑡) ≤ 𝑐 𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘
)

𝐶

. 

𝐼𝐼𝐼2 =
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

𝑛𝑘𝑀𝑘−1

𝜈=(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

𝛹𝜈(𝑡)    f x t f x    𝑑𝜇(𝑡) 

        ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

𝑛𝑘𝑀𝑘−1

𝜈=(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

𝛹𝜈(𝑡) = ∑ 𝐴𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−𝜈
−𝛼

𝑀𝑘−1

𝜈=0

𝛹𝜈+(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘
(𝑡) 

= ∑ 𝐴𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−𝜈
−𝛼

𝑀𝑘−1

𝜈=0

𝛹𝜈(𝑡)𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1(𝑡) 

               = ∑ 𝐴𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−𝜈
−𝛼

𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

𝜈=0

𝛹𝜈(𝑡)𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1(𝑡) 

              − ∑ 𝐴𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−𝜈
−𝛼

𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

𝜈=𝑀𝑘

𝛹𝜈(𝑡)𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1(𝑡) 

              = ∑ 𝐴𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−𝜈
−𝛼

𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

𝜈=0

𝛹𝜈(𝑡)𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1(𝑡) 

             − ∑ 𝐴𝑛−1−𝑛𝑘𝑀𝑘−𝜈
−𝛼

𝑛−1−𝑛𝑘𝑀𝑘

𝜈=0

𝛹𝜈(𝑡)𝛹𝑀𝑘
(𝑡)𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1(𝑡) 

     = 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1(𝑡)𝐴𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼 𝐾𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼 (𝑡) 

       −𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(𝑡)𝐴𝑛−1−𝑛𝑘𝑀𝑘

−𝛼 𝐾𝑛−1−𝑛𝑘𝑀𝑘

−𝛼 (𝑡). 
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𝐼𝐼𝐼2 =
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 𝐴𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼 𝐾𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼 (𝑡)𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1(𝑡)    f x t f x    𝑑𝜇(𝑡) 

        −
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 𝐴𝑛−1−𝑛𝑘𝑀𝑘

−𝛼 𝐾𝑛−1−𝑛𝑘𝑀𝑘

−𝛼 (𝑡)𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(𝑡)    f x t f x    𝑑𝜇(𝑡) = 𝐼𝐼𝐼21 − 𝐼𝐼𝐼22 

𝛹𝜈(𝑡)-ის ორთოგონალურობის გამო  

.

mG

 𝑓(𝑥)𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1(𝑡)𝐾𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼 (𝑡) 𝑑𝜇(𝑡) =

mG

 𝑓(𝑥)𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘(𝑡)𝐾𝑛−1−𝑛𝑘𝑀𝑘

−𝛼 (𝑡)𝑑𝜇(𝑡) = 0. 

𝐼𝐼𝐼21 =
𝐴𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 𝑓(𝑥 − 𝑡)𝐾𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼 (𝑡)𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1(𝑡)𝑑𝜇(𝑡) 

       =
𝐴𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼 ∑

 k
kI Z


𝑀𝑘−1

𝛽=0

𝑓(𝑥 − 𝑡) 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1(𝑡)𝐾𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼 (𝑡)𝑑𝜇(𝑡) 

 =
𝐴𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼 ∑

kI


𝑀𝑘−1

𝛽=0

𝑓 (𝑥 − 𝑡 − 𝑍𝛽
(𝑘)

)  𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1
(𝑡 + 𝑍𝛽

(𝑘)
) 𝐾𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼 (𝑡) (𝑍𝛽
(𝑘)

+ 𝑡) 𝑑𝜇(𝑡) 

 =
𝐴𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼

kI

 𝑓(𝑥 − 𝑡) 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1(𝑡) 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1(0) 𝐾𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼 (0)𝑑𝜇(𝑡) 

   +
𝐴𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼 ∑

kI


𝑀𝑘−1

𝛽=1

𝑓 (𝑥 − 𝑡 − 𝑍𝛽
(𝑘)

)  𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1(𝑡) 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1
(𝑍𝛽

(𝑘)
) 𝐾𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼 (𝑍𝛽
(𝑘)

) 𝑑𝜇(𝑡) 

= 𝐼𝐼𝐼211 + 𝐼𝐼𝐼212 

შევნიშნოთ, რომ სამართლიანია შემდეგი  

 𝛹𝑀𝑘

−(𝑛𝑘−1)
(𝑒𝑘) 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1(𝑡) = 𝑒
−2𝜋𝑖
𝑚𝑘

(𝑛𝑘−1)
𝑒

2𝜋𝑖𝑡𝑘
𝑚𝑘

(𝑛𝑘−1)
= 𝑒

2𝜋𝑖(𝑡𝑘−1)
𝑚𝑘

(𝑛𝑘−1)
=  𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1(𝑡 − 𝑒𝑘) 

ასევე გვაქვს შემდეგი შეფასება : 

               |1 −  𝛹𝑀𝑘

−(𝑛𝑘−1)
(𝑒𝑘)| = |1 − cos

2𝜋

𝑚𝑘

(𝑛𝑘 − 1) + 𝑖 sin
2𝜋

𝑚𝑘

(𝑛𝑘 − 1)| 
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= √1 − 2 cos
2𝜋

𝑚𝑘

(𝑛𝑘 − 1) + cos2
2𝜋

𝑚𝑘

(𝑛𝑘 − 1) + sin2
2𝜋

𝑚𝑘

(𝑛𝑘 − 1) 

               = √2 − 2 cos
2𝜋

𝑚𝑘

(𝑛𝑘 − 1) = |2 sin
𝜋

𝑚𝑘

(𝑛𝑘 − 1)| ≥ 2 sin
𝜋

𝑚
= 𝑐, 

ამიტომ  

 𝛹𝑀𝑘

−(𝑛𝑘−1)
(𝑒𝑘)𝐼𝐼𝐼211 

=  𝛹𝑀𝑘

−(𝑛𝑘−1)
(𝑒𝑘)

𝐴𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼

kI

 𝑓(𝑥 − 𝑡) 𝐾𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼 (0) 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1(𝑡)𝑑𝜇(𝑡) 

 =
𝐴𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼

kI

 𝑓(𝑥 − 𝑡) 𝐾𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼 (0) 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1(𝑡 − 𝑒𝑘)𝑑𝜇(𝑡) 

 =
𝐴𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼

kI

 𝑓(𝑥 − 𝑡 − 𝑒𝑘) 𝐾𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼 (0) 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1(𝑡)𝑑𝜇(𝑡). 

აქედან გამომდინარე გვექნება 

| 𝐼𝐼𝐼211 − 𝛹𝑀𝑘

−(𝑛𝑘−1)
(𝑒𝑘)𝐼𝐼𝐼211| ≤ |1 −  𝛹𝑀𝑘

−(𝑛𝑘−1)
(𝑒𝑘)| 

×
𝐴𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼

kI

 |(𝑓(𝑥 − 𝑡)  − 𝑓(𝑥 − 𝑡 − 𝑒𝑘))𝐾𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼 (0) 𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1(𝑡)|𝑑𝜇(𝑡) 

             ≤ 𝑐
𝑀𝑘

−𝛼𝑀𝑘

𝑀𝑘
−𝛼𝑀𝑘

𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘
) ≤ 𝑐 𝜔 (𝑓,

1

𝑀𝑘
) 

𝐼𝐼𝐼211-ის შეფასების  ანალოგიურად   𝐼𝐼𝐼212-თვის  გვექნება  

| 𝐼𝐼𝐼212 − 𝛹𝑀𝑘

−(𝑛𝑘−1)
(𝑒𝑘)𝐼𝐼𝐼212| ≤ |1 −  𝛹𝑀𝑘

−(𝑛𝑘−1)
(𝑒𝑘)| 

×
𝐴𝑛−1−(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘

−𝛼

𝐴𝑛−1
−𝛼

kI

 ∑
1

𝛽1−𝛼

𝑀𝑘−1

𝛽=1

|(𝑓 (𝑥 − 𝑡 − 𝑍𝛽
(𝑘)

) − 𝑓 (𝑥 − 𝑡 − 𝑍𝛽
(𝑘)

− 𝑒𝑘))  𝛹𝑀𝑘

𝑛𝑘−1(𝑡)| 𝑑𝜇(𝑡) 

   ≤
𝑐(𝛼)𝑀𝑘

−𝛼

𝑀𝑘
1−𝛼 𝑀𝑘

1−𝛼𝑜(1). 

ანალოგიურად შეფასდება  𝐼𝐼𝐼22. 
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𝐼𝐼 =
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

𝑀𝑘−1

𝜈=𝑀𝑘−1

𝛹𝜈(𝑡)    f x t f x    𝑑𝜇(𝑡) 

     =
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

𝑚𝑘−1𝑀𝑘−1−1

𝜈=𝑀𝑘−1

𝛹𝜈(𝑡)    f x t f x    𝑑𝜇(𝑡) 

     =
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−1

𝜈=𝑀𝑘−1

𝛹𝜈(𝑡)    f x t f x    𝑑𝜇(𝑡) 

     +
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

𝑚𝑘−1𝑀𝑘−1−1

𝜈=(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1

𝛹𝜈(𝑡)    f x t f x    𝑑𝜇(𝑡) = 𝐼𝐼1 + 𝐼𝐼2. 

შევაფასოთ 𝐼𝐼1. 

𝐼𝐼1 =
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−1

𝜈=𝑀𝑘−1

𝛹𝜈(𝑡)[𝑓(𝑥 − 𝑡) − 𝑆𝑀𝑘−1
(𝑥 − 𝑡, 𝑓)]𝑑𝜇(𝑡) 

|𝐼𝐼1| ≤
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 | ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−1

𝜈=𝑀𝑘−1

𝛹𝜈(𝑡)[𝑓(𝑥 − 𝑡) − 𝑆𝑀𝑘−1
(𝑥 − 𝑡, 𝑓)]| 𝑑𝜇(𝑡) 

         ≤
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 | ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−1

𝜈=𝑀𝑘−1

𝛹𝜈(𝑡)| 𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘−1
)

𝐶

𝑑𝜇(𝑡) 

          ≤ 𝑛𝛼

mG

 | ∑ 𝐴𝑛−1−𝜈
−𝛼

(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−2

𝜈=𝑀𝑘−1

𝐷𝜈(𝑡)| 𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘−1
)

𝐶

𝑑𝜇(𝑡) 

          +𝑛𝛼

mG

 |𝐴𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−1
−𝛼 𝐷(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−1(𝑡)|𝜔 (𝑓,

1

𝑀𝑘−1
)

𝐶

𝑑𝜇(𝑡) 

           +𝑛𝛼

mG

 |𝐴𝑛−1−𝑀𝑘−1

−𝛼 𝐷𝑀𝑘−1
(𝑡)|𝜔 (𝑓,

1

𝑀𝑘−1
)

𝐶

𝑑𝜇(𝑡) = 𝐼𝐼11 + 𝐼𝐼12 + 𝐼𝐼13. 

𝐼𝐼11 ≤ 𝑐 ∙ √𝑛 ∙ 𝑛𝛼 ( ∑ (𝑛 − 1 − 𝜈)−2𝛼−2

(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−2

𝜈=𝑀𝑘−1

)

1
2⁄

𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘−1
)

𝐶
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         ≤ 𝑐 ∙ 𝑀𝑘

1
2⁄ +𝛼

𝑀𝑘
−𝛼−1𝑀𝑘

1
2⁄

𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘
)

𝐶

≤ 𝑐 ∙ 𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘−1
)

𝐶

. 

𝐼𝐼12 = 𝑛𝛼

mG

 |𝐴𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1
−𝛼 𝐷(𝑛𝑘−1)𝑀𝑘−1(𝑡)|𝜔 (𝑓,

1

𝑀𝑘−1
)

𝐶

𝑑𝜇(𝑡). 

სამართლიანია შემდეგი ტოლობები 

           𝐷(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1(𝑡) = ∑ 𝛹𝜈(𝑡)

(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−1

𝜈=0

− 𝛹(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1(𝑡) 

= ∑ ∑ 𝛹𝜈(𝑡) − 𝛹(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1(𝑡)

(𝑟+1)𝑀𝑘−1−1

𝜈=𝑟𝑀𝑘−1

(𝑚𝑘−1−2)

𝑟=0

 

   = ∑ ∑ 𝛹𝜈+𝑟𝑀𝑘−1
(𝑡)

𝑀𝑘−1−1

𝜈=0

(𝑚𝑘−1−2)

𝑟=0

− 𝛹(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1(𝑡) 

         = ∑ ∑ 𝛹𝜈(𝑡)𝛹𝑟𝑀𝑘−1
(𝑡)

𝑀𝑘−1−1

𝜈=0

(𝑚𝑘−1−2)

𝑟=0

− 𝛹(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1(𝑡) 

          = ∑ 𝛹𝑟𝑀𝑘−1
(𝑡) ∑ 𝛹𝜈(𝑡) − 𝛹(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1(𝑡) 

𝑀𝑘−1−1

𝜈=0

(𝑚𝑘−1−2)

𝑟=0

 

    = ∑ 𝛹𝑟𝑀𝑘−1
(𝑡)

(𝑚𝑘−1−2)

𝑟=0

𝐷𝑀𝑘−1
(𝑡) − 𝛹(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1(𝑡). 

𝐼𝐼12 -თვის გვექნება შემდეგი შეფასება 

𝐼𝐼12 ≤ 𝑐 𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘−1
)

𝐶

. 

𝐼𝐼13 = 𝑛𝛼

mG

 𝐴𝑛−1−𝑀𝑘−1

−𝛼 𝐷𝑀𝑘−1
(𝑡)𝜔 (𝑓,

1

𝑀𝑘−1
)

𝐶

𝑑𝜇(𝑡) 

         ≤ 𝑐 𝑀𝑘
𝛼  𝑀𝑘

−𝛼𝑀𝑘−1

1kI 

 𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘−1
)

𝐶

𝑑𝜇(𝑡) ≤ 𝑐 𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘−1
)

𝐶

. 

ახლა შევაფასოთ 𝐼𝐼2. 
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𝐼𝐼2 =
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 ∑ 𝐴𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−𝜈
−𝛼

𝑀𝑘−1−1

𝜈=0

𝛹𝜈+(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1
(𝑡)    f x t f x    𝑑𝜇(𝑡) 

      =
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

mG

 ∑ 𝐴𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−𝜈
−𝛼

𝑀𝑘−1−1

𝜈=0

𝛹𝜈(𝑡)𝛹𝑀𝑘−1

𝑚𝑘−1−1(𝑡)    f x t f x    𝑑𝜇(𝑡) 

     =
1

𝐴𝑛−1
−𝛼 ∑

 k
kI Z


𝑀𝑘−1

𝛽=0

∑ 𝐴𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−𝜈
−𝛼

𝑀𝑘−1−1

𝜈=0

𝛹𝜈(𝑡)𝛹𝑀𝑘−1

𝑚𝑘−1−1(𝑡)𝑓(𝑥 − 𝑡)𝑑𝜇(𝑡) 

      =
1

𝐴𝑛−1
−𝛼 ∑

kI


𝑀𝑘−1

𝛽=0

∑ 𝐴𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−𝜈
−𝛼

𝑀𝑘−1−1

𝜈=0

𝛹𝜈(𝑡)𝛹𝜈 (𝑍𝛽
(𝑘)

)  𝛹𝑀𝑘−1

𝑚𝑘−1−1(𝑡) 

      ×  𝛹𝑀𝑘−1

𝑚𝑘−1−1
(𝑍𝛽

(𝑘)
) 𝑓 (𝑥 − 𝑡 − 𝑍𝛽

(𝑘)
)  𝑑𝜇(𝑡) 

=
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

kI

 ∑ 𝐴𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−𝜈
−𝛼

𝑀𝑘−1−1

𝜈=0

 𝛹𝜈(𝑡)𝛹𝜈(0)𝛹𝑀𝑘−1

𝑚𝑘−1−1(𝑡) 𝛹𝑀𝑘−1

𝑚𝑘−1−1(0)𝑓(𝑥 − 𝑡) 𝑑𝜇(𝑡) 

     +
1

𝐴𝑛−1
−𝛼 ∑

kI


𝑀𝑘−1

𝛽=1

∑ 𝐴𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−𝜈
−𝛼

𝑀𝑘−1−1

𝜈=0

𝛹𝜈(𝑡)𝛹𝜈 (𝑍𝛽
(𝑘)

)  𝛹𝑀𝑘−1

𝑚𝑘−1−1(𝑡) 

     ×  𝛹𝑀𝑘−1

𝑚𝑘−1−1
(𝑍𝛽

(𝑘)
) 𝑓 (𝑥 − 𝑡 − 𝑍𝛽

(𝑘)
)  𝑑𝜇(𝑡) = 𝐼𝐼21 + 𝐼𝐼22. 

 

შევნიშნოთ, რომ სამართლიანია შემდეგი  

 𝛹𝑀𝑘−1

−(𝑚𝑘−1−1)
(𝑒𝑘−1) 𝛹𝑀𝑘−1

𝑚𝑘−1−1(𝑡) = 𝑒
−2𝜋𝑖
𝑚𝑘−1

(𝑚𝑘−1−1)
𝑒

2𝜋𝑖𝑡𝑘
𝑚𝑘−1

(𝑚𝑘−1−1)
 

                = 𝑒
2𝜋𝑖(𝑡𝑘−1)

𝑚𝑘−1
(𝑚𝑘−1−1)

=  𝛹𝑀𝑘−1

𝑚𝑘−1−1(𝑡 − 𝑒𝑘−1) 

ასევე გვაქვს შემდეგი შეფასება : 

|1 −  𝛹𝑀𝑘−1

−(𝑚𝑘−1−1)
(𝑒𝑘−1)| = |1 − cos

2𝜋

𝑚𝑘−1

(𝑚𝑘−1 − 1) + 𝑖 sin
2𝜋

𝑚𝑘−1

(𝑚𝑘−1 − 1)| 

= √1 − 2 cos
2𝜋

𝑚𝑘−1

(𝑚𝑘−1 − 1) + cos2
2𝜋

𝑚𝑘−1

(𝑚𝑘−1 − 1) + sin2
2𝜋

𝑚𝑘−1

(𝑚𝑘−1 − 1) 
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 = √2 − 2 cos
2𝜋

𝑚𝑘−1
(𝑚𝑘−1 − 1) = |2 sin

𝜋

𝑚𝑘−1
(𝑚𝑘−1 − 1)| ≥ 2 sin

𝜋

𝑚
= 𝑐                

 𝛹𝑀𝑘−1

−(𝑚𝑘−1−1)
(𝑒𝑘−1)𝐼𝐼21 =  𝛹𝑀𝑘−1

−(𝑚𝑘−1−1)
(𝑒𝑘−1)

1

𝐴𝑛−1
−𝛼

kI

 ∑ 𝐴𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−𝜈
−𝛼

𝑀𝑘−1−1

𝜈=0

 

   ×  𝛹𝜈(𝑡)𝛹𝜈(0)𝛹𝑀𝑘−1

𝑚𝑘−1−1(𝑡) 𝛹𝑀𝑘−1

𝑚𝑘−1−1(0)𝑓(𝑥 − 𝑡) 𝑑𝜇(𝑡) 

                                         =
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

kI

 ∑ 𝐴𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−𝜈
−𝛼

𝑀𝑘−1−1

𝜈=0

 𝛹𝜈(𝑡) 𝛹𝜈(0)𝛹𝑀𝑘−1

𝑚𝑘−1−1(𝑡 − 𝑒𝑘−1) 

×  𝛹𝑀𝑘−1

𝑚𝑘−1−1(0)𝑓(𝑥 − 𝑡) 𝑑𝜇(𝑡) 

=
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

kI

 ∑ 𝐴𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−𝜈
−𝛼

𝑀𝑘−1−1

𝜈=0

 𝛹𝜈(𝑡 − 𝑒𝑘−1)𝛹𝜈(0)𝛹𝑀𝑘−1

𝑚𝑘−1−1(𝑡)      

×  𝛹𝑀𝑘−1

𝑚𝑘−1−1(0)𝑓(𝑥 − 𝑡 − 𝑒𝑘−1) 𝑑𝜇(𝑡). 

|𝐼𝐼21 −  𝛹𝑀𝑘−1

−(𝑚𝑘−1−1)
(𝑒𝑘−1)𝐼𝐼21| ≤ |1 −  𝛹𝑀𝑘−1

−(𝑚𝑘−1−1)
(𝑒𝑘−1)| 

×
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

kI

 | ∑ 𝐴𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−𝜈
−𝛼

𝑀𝑘−1−1

𝜈=0

 𝛹𝜈(𝑡)𝛹𝑀𝑘−1

𝑚𝑘−1−1(𝑡)(𝑓(𝑥 − 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡 − 𝑒𝑘−1))|  𝑑𝜇(𝑡) 

≤ 𝑐
1

𝐴𝑛−1
−𝛼

kI

 | ∑ 𝐴𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−𝜈
−𝛼

𝑀𝑘−1−1

𝜈=0

𝛹𝜈(𝑡)|  𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘−1
)

𝐶

𝑑𝜇(𝑡) 

 

∑ 𝐴𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−𝜈
−𝛼

𝑀𝑘−1−1

𝜈=0

𝛹𝜈(𝑡) = ∑ 𝐴𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−𝜈
−𝛼

𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1

𝜈=0

𝛹𝜈(𝑡) 

− ∑ 𝐴𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−𝜈
−𝛼

𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1

𝜈=𝑀𝑘−1

𝛹𝜈(𝑡)                               

= ∑ 𝐴𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1−𝜈
−𝛼

𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1

𝜈=0

𝛹𝜈(𝑡)                              
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− ∑ 𝐴𝑛−1−𝑚𝑘−1𝑀𝑘−1−𝜈
−𝛼

𝑛−1−𝑚𝑘−1𝑀𝑘−1

𝜈=0

𝛹𝜈(𝑡)𝛹𝑀𝑘−1
(𝑡)                          

= 𝐴𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1

−𝛼 𝐾𝑛−1−(𝑚𝑘−1−1)𝑀𝑘−1

−𝛼                                           

−𝛹𝑀𝑘−1
(𝑡)𝐴𝑛−1−𝑚𝑘−1𝑀𝑘−1

−𝛼 𝐾𝑛−1−𝑚𝑘−1𝑀𝑘−1

−𝛼                                         

 

|𝐼𝐼21 −  𝛹𝑀𝑘

−(𝑚𝑘−1−1)
(𝑒𝑘−1)𝐼𝐼21| 

≤ 𝑐(𝛼) ((
𝑛 − 1 − 𝑚𝑘−1𝑀𝑘−1

𝑛
)

1−𝛼

+ (
𝑛 − 1 − (𝑚𝑘−1 − 1)𝑀𝑘−1

𝑛
)

1−𝛼

) 𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘−1
)

𝐶

 

≤ 𝑐(𝛼) ∙ 𝑐 ∙ 𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘−1
)

𝐶

. 

ანალოგიურად  

|𝐼𝐼22 −  𝛹𝑀𝑘

−(𝑚𝑘−1−1)
(𝑒𝑘−1)𝐼𝐼22| ≤  𝑐(𝛼) ∙ 𝑐 ∙ 𝜔 (𝑓,

1

𝑀𝑘−1
)

𝐶

. 

ლემა 4-ის გათვალისწინებით I წევრი მიდის 0-კენ. 

თეორემა 2. 

ვთქვათ 𝑓 ∈ 𝐶(𝐺𝑚)  და  𝛼 ∈ (0,1).  თუ  

∑
𝜈(𝑀𝑘 , 𝑓)

𝑀𝑘
1−𝛼

∞

𝑘=1

< ∞, 

მაშინ  

lim
𝑘→∞

‖𝜎𝑛
−𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝐶 = 0. 

დამტკიცება. 

ცხადია, რომ 

∑
1

𝛽1−𝛼

𝑀𝑘−1

𝛽=1

|(𝑓 (𝑥 − 𝑍𝛽
(𝑘)

) − 𝑓 (𝑥 − 𝑍𝛽
(𝑘)

− 𝑒𝑘))| 
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= ∑ ∑
1

𝛽1−𝛼

𝑀𝑟+1−1

𝛽=𝑀𝑟

|(𝑓 (𝑥 − 𝑍𝛽
(𝑘)

) − 𝑓 (𝑥 − 𝑍𝛽
(𝑘)

− 𝑒𝑘))|

𝑘−1

𝑟=0

 

= ∑
1

𝑀𝑟
1−𝛼 ∑ |𝑓 (𝑥 − 𝑍𝛽

(𝑘)
) − 𝑓 (𝑥 − 𝑍𝛽

(𝑘)
− 𝑒𝑘)|

𝑀𝑟+1−1

𝛽=𝑀𝑟

𝑘−1

𝑟=0

 

= ∑
1

𝑀𝑟
1−𝛼 ∑ |𝑓 (𝑥 − 𝑍𝛽

(𝑘)
) − 𝑓 (𝑥 − 𝑍𝛽

(𝑘)
− 𝑒𝑘)|

𝑀𝑟+1−1

𝛽=𝑀𝑟

𝛾(𝑘)

𝑟=0

 

+ ∑
1

𝑀𝑟
1−𝛼 ∑ |𝑓 (𝑥 − 𝑍𝛽

(𝑘)
) − 𝑓 (𝑥 − 𝑍𝛽

(𝑘)
− 𝑒𝑘)|

𝑀𝑟+1−1

𝛽=𝑀𝑟

𝑘−1

𝑟=𝛾(𝑘)

 

≤ 𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘
) ∑ 𝑀𝑟

𝛼

𝛾(𝑘)

𝑟=0

+ ∑
1

𝑀𝑟
1−𝛼 𝜈(𝑀𝑟, 𝑓)

𝑘−1

𝑟=𝛾(𝑘)

 

≤ 𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘
) 𝑀𝛾(𝑘)

𝛼 + ∑
1

𝑀𝑟
1−𝛼 𝜈(𝑀𝑟, 𝑓)

𝑘−1

𝑟=𝛾(𝑘)

 

არსებობს ისეთი   𝛾(𝑘) → ∞ , და ამასთან  𝜔 (𝑓,
1

𝑀𝑘
) 𝑀𝛾(𝑘)

𝛼 → 0. 

თეორემის პირობიდან გამომდინარე  

∑
𝜈(𝑀𝑘 , 𝑓)

𝑀𝑘
1−𝛼

∞

𝑘=1

< ∞, 

ამიტომ დავასკვნით, რომ  

∑
1

𝑀𝑟
1−𝛼 𝜈(𝑀𝑟, 𝑓) → 0

𝑘−1

𝑟=𝛾(𝑘)

,       როცა    𝑘 → ∞. 

შედეგი 1. 

ვთქვათ   𝑓 ∈ 𝐶(𝐺𝑚) ⋂ 𝐵𝑂𝑀 , 𝛼 ∈ (0,1)  და  

∑ 𝑀𝑘
𝛼

∞

𝑘=1

𝑀−1 (
1

𝑀𝑘
) < ∞, 

მაშინ     
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lim
𝑘→∞

‖𝜎𝑛
−𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝐶 = 0. 

დამტკიცება. 

𝑀 (
𝜈(𝑀𝑘, 𝑓)

𝑀𝑘
) = 𝑀 (

1

𝑀𝑘
∑ 𝜔 (𝑓, 𝐼𝑘 + 𝑍𝛽

(𝑘)
)

𝑀𝑘−1

𝛽=1

). 

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა 

sup
𝑘

( ∑ 𝑀 (𝜔 (𝑓, 𝐼𝑘 + 𝑍𝛽
(𝑘)

))

𝑀𝑘−1

𝛽=1

) ≡ 𝑂𝑀 . 

ვთქვათ 𝑂𝑀 < 1,  მაშინ იენსენის უტოლობის ძალით 

𝑀 (
𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛

𝑛
) ≤

1

𝑛
(𝑀(𝑥1) + ⋯ + 𝑀(𝑥𝑛)). 

მაშასადამე, 

𝑀 (
1

𝑀𝑘
∑ 𝜔 (𝑓, 𝐼𝑘 + 𝑍𝛽

(𝑘)
)

𝑀𝑘−1

𝛽=0

) ≤
1

𝑀𝑘
𝑀 ( ∑ 𝜔 (𝑓, 𝐼𝑘 + 𝑍𝛽

(𝑘)
)

𝑀𝑘−1

𝛽=0

) ≤
1

𝑀𝑘
𝑂𝑀 ≤

1

𝑀𝑘
 

𝜈(𝑀𝑘 , 𝑓)

𝑀𝑘
≤ 𝑀−1 (

1

𝑀𝑘
), 

𝜈(𝑀𝑘, 𝑓) ≤ 𝑀𝑘𝑀−1 (
1

𝑀𝑘
), 

საბოლოოდ დავასკვნით, რომ 

∑
𝜈(𝑀𝑘 , 𝑓)

𝑀𝑘
1−𝛼 ≤

∞

𝑘=1

∑ 𝑀𝑘
𝛼−1

∞

𝑘=1

𝑀−1 (
1

𝑀𝑘
) < ∞. 

ვთქვათ 𝑂𝑀 > 1,  მაშინ  

𝑀(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑡𝑀(𝑥) + (1 − 𝑡)𝑀(𝑦)    𝑀(0) = 0. 

 თუ  𝑦 = 0,   მაშინ     𝑀(𝑡𝑥) ≤ 𝑡𝑀(𝑥)    (0 < 𝑡 < 1). მაშასადამე,  

𝑀 (
𝜈(𝑀𝑘 , 𝑓)

𝑀𝑘 ∙ 𝑂𝑀
) ≤

1

𝑂𝑀
𝑀 (

𝜈(𝑀𝑘 , 𝑓)

𝑀𝑘
) ≤

1

𝑂𝑀

1

𝑀𝑘
𝑂𝑀 =

1

𝑀𝑘
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𝜈(𝑀𝑘 , 𝑓)

𝑀𝑘 ∙ 𝑂𝑀
≤ 𝑀−1 (

1

𝑀𝑘
) 

𝜈(𝑀𝑘 , 𝑓)

𝑀𝑘
≤ 𝑂𝑀𝑀−1 (

1

𝑀𝑘
) 

თეორემა 1-ის ძალით  

∑
𝜈(𝑀𝑘, 𝑓)

𝑀𝑘
1−𝛼 ≤

∞

𝑘=1

∑ 𝑀𝑘
𝛼

∞

𝑘=1

𝑀−1 (
1

𝑀𝑘
) < ∞. 

შედეგი  2. 

ვთქვათ   𝑓 ∈ 𝐶(𝐺𝑚) ⋂ 𝐵𝑂𝑝 ,  0 < 𝛼 <
1

𝑝
 ,     მაშინ  

lim
𝑘→∞

‖𝜎𝑛
−𝛼(𝑓) − 𝑓‖𝐶 = 0. 

დამტკიცება. 

ვთქვათ 𝑀(𝑢) = 𝑢𝑝,  მაშინ M−1(𝑢) = 𝑢
1

𝑝⁄  

∑ 𝑀𝑘
𝛼𝑀−1 (

1

𝑀𝑘
)

∞

𝑘=1

= ∑
𝑀𝑘

𝛼

𝑀𝑘

1
𝑝⁄

∞

𝑘=1

= ∑
1

𝑀𝑘

1
𝑝⁄ −𝛼

∞

𝑘=1

< ∞, 

როცა   1 𝑝⁄ − 𝛼 > 0.          
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დასკვნა 

 დადგენილია ჩეზაროს უარყოფითი საშუალოების გულების წერტილოვანი 

შეფასებები. 

 მოყვანილია საკმარისი პირობა, რომელიც უზრუნველყოფს ფურიე-ვილენკინის 

მწკრივების ჩეზაროს უარყოფითი რიგის საშუალოების თანაბარ კრებადობას. 

 ვილენკინის ჯგუფებისათვის შემოღებულია ჭანტურიას ცვლილების მოდულის 

ანალოგი და მის ტერმინებში დადგენილია საკმარისი პირობა, რომელიც 

უზრუნველყოფს ფურიე-ვილენკინის მწკრივების ჩეზაროს უარყოფითი რიგის 

საშუალოების თანაბრად შეჯამებადობას. 

 ვილენკინის ჯგუფებისათვის ონევერმა და ვატერმანმა შემოიღეს განზოგადებული 

M-ოსცილაციის ფუნქციათა კლასები. აღნიშნული ფუნქციათა კლასებისათვის 

დადგენილია საკმარისი პირობა იმისათვის, რომ  ფურიე-ვილენკინის მწკრივების 

ჩეზაროს უარყოფითი რიგის საშუალოები იყოს  თანაბრად კრებადი. 
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