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ანოტაცია 

 კარგად არის ცნობილი, რომ ევოლუციური განტოლებისათვის კოშის ამოცანის 

ამონახსნი მოიცემა ნახევარჯგუფის  საშუალებით. პრობლემის არსი მდგომარეობს  

შემდეგში: ევოლუციური ამ 

ოცანის ამოხსნის რიცხვითი ალგორითმები აგებული და გამოკვლევულ იქნეს გამოსავალი 

უწყვეტი ამოცანის ამომხსნელი ოპერატორის (ნახევარჯგუფის) აპროქსიმაციის 

საფუძველზე, ტროტერისა და ჩერნოვის ტიპის ფორმულების საშუალებით.  ტროტერის 

ტიპის ფორმულებს ჩვენ ვუწოდებთ ისეთ ფორმულებს, რომლებიც გვაძლევენ 

ნახევარჯგუფის აპროქსიმაციას მისი წარმომქმნელი ოპერატორის შესაკრებების მიერ 

წარმოქმნილი ნახევარჯგუფების კომბინაციით. ჩერნოვის ტიპის ფორმულებს ვუწოდებთ 

ისეთ ფორმულებს, რომლებიც მიიღებიან ტროტერის ტიპის ფორმულებისაგან, თუ მათში 

ნახევარჯგუფებს შევცვლით შესაბამისი რეზოლვენტებით. 

 სამაგისტრო ნაშრომში განხილულია არაერთგვაროვანი აბსტრაქტული 

ევოლუციური  განტოლებისათვის კოშის ამოცანის მიახლოებითი ამოხსნის გ. ბეიკერისა 

და თ. ოლიფანტის სიმეტრიული, დიფერენციალური და სხვაობიანი დეკომპოზიციის 

სქემები. განხილულია აგრეთვე დ. გორდეზიანის გასაშუალოებული დიფერენციალური 

და სხვაობიანი დეკომპოზიციის სქემები. სხვაობიანი დეკომპოზიციის სქემები ორივე 

შემთხვევაში აგებულია კრანკ-ნიკოლსონის სქემის საფუძველზე. 

 ნახევარჯგუფის აპროქსიმაციის საფუძველზე მიახლოებითი ამონახსნის 

ცდომილებისათვის მიღებულია ცხადი აპრიორული შეფასებები. ცხადი შეფასებების ქვეშ 

ჩვენ ვგულისხმობთ  ამონახსნის ცდომილებისათვის ისეთ აპრიორულ შეფასებებს, სადაც 

მარჯვენა მხარეში შემავალი მუდმივები არ არიან დამოკიდებული საწყისი უწყვეტი 

ამოცანის ამონახსნზე, ე. ი. არიან აბსოლუტური კონსტანტები. დამტკიცებულია, რომ 

კრებადობის რიგი დროითი ბიჯის მიხედვით არის ორის ტოლი, ე. ი. ემთხვევა 

აპროქსიმაციის რიგს.
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Annotation 
 

 It is well known that the solution of Cauchy problem for evolution equation can be 

represented by semigroup. The essence of the problem lies in the following: numerical solution 

algorithms to be constructed and investigated on the basis of  the output continuous problem’s 

solution operator(semigroup) approximation, with Trotter and Chernoff type formulas.  

Trotter type formulas, we call such formulas that give us semigroup approximation by the 

semigroup combination  of the terms of its generator operator. Chernoff type formulas, we call such 

formulas that are obtained from Trotter type formulas, if we interchange semigroups with their 

corresponding resolvents in them. 

 In the thesis, symmetrical differential and finite difference schemes of Baker and T. 

Oliphant are considered for the approximate solution of the Cauchy problem of nonhomogeneous 

abstract evolution equation. Averaged differential and finite difference decomposition schemes of 

D.Gordezian are also considered. In both cases, finite difference schemes are constructed on the 

basis of Crank-Nikolson method. 

On the basis of semigroup approximation, for the approximate solution error, explicit a 

priori estimates are obtained. Under the explicit estimation we mean such a priori estimation for 

the solution error, where constants in the right-hand side do not depend on the solution of the 

initial continuous problem, i.e. are absolute constants.  

It is proved, that the rate of convergence according to the time step is two, i.e. coincides 

with approximation rate.  
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შესავალი 
 

      მიუხედავად იმისა, რომ თანამედროვე გამოთვლითი ტექნოლოგიების 

შესაძლებლობები  წარმოუდგენლად  გაიზარდა,  მათემატიკური  ფიზიკის 

მრავალგანზომილებიანი  ამოცანების  რიცხვითი  რეალიზაციის  საკითხი კვლავ  

პრობლემატური  რჩება. ძირითადი  წინააღმდეგობა  მდგომარეობს იმაში,  რომ  

აღნიშნული  ამოცანებისათვის  კლასიკური  მეთოდების გამოყენება  მოითხოვს  დიდი  

მოცულობის  კომპიუტერულ  რესურსებს  და არითმეტიკულ  ოპერაციათა  დიდ  რიცხვს,  

რაც  სათუოს  ხდის  ასეთი ამოცანების  რიცხვით  ამოხსნას  რეალურ  დროში.  აქედან  

გამომდინარე, მათემატიკური  ფიზიკის  მრავალგანზომილებიანი  ამოცანებისათვის 

ეკონომიური სქემების აგების, გამოკვლევისა და მათთვის კომპიუტერული პროგრამების 

შექმნის საკითხი უაღრესად აქტუალურია. 

      ცნობილია, რომ დეკომპოზიციის მეთოდი წარმოადგენს მათემატიკური  ფიზიკის  

მრავალგანზომილებიანი  ამოცანებისათვის ეკონომიური სქემების აგების ზოგად მეთოდს, 

რომელიც საშუალებას იძლევა მრავალგანზომილებიანი  ამოცანების  რედუცირება  

მოვახდინოთ ერთგანზომილებიანი  ამოცანების  სერიაზე,  რომელთა  რიცხვითი 

რეალიზაცია  ცხადია  გაცილებით  უფრო  ნაკლებ  მანქანურ  რესურსებს საჭიროებს.  ამ  

მიმართულებით  მუშაობა  დაიწყო  მეოცე  საუკუნის  სამოციანი წლებიდან  და  დღესაც  

ინტენსიურად  მიმდინარეობს,  რაზეც  მეტყველებს  ის შრომები,  რომლებიც  ქვეყნდება  

მსოფლიოს  ცნობილ  სამეცნიერო გამოცემებში.  წარმოდგენილ  სადოქტორო  ნაშრომში  

განხილული ოპერატორული გახლეჩის სქემები მიეკუთვნება დეკომპოზიციის სქემებს. 

      დეკომპოზიციის(წილადბიჯიანი, ჯამური აპროქსიმაციის) მეთოდი შეიძლება გავყოთ 

ორ ჯგუფად: მიმდევრობითი თვლის სქემები (იხ.[5],[6],[11],[12],[13],[14],[30],[31]) და 

პარალელური თვლის სქემები (იხ.[2],[3],[4]). დეკომპოზიციის სქემებთან მჭიდროდ არის 

დაკავშირებული ტროტერისა და ჩერნოვის ფორმულები (იხ.[17],[18],[31]). ტროტერის 

ფორმულასთან ასოცირებული დეკომპოზიციის სქემა საშუალებას გვაძლევს კოშის 

ამოცანა ევოლუციური განტოლებისათვის A1 + A2 ოპერატორით გავხლიჩოთ ორ ამოცანად, 

შესაბამისად A1 და A2 ოპერატორებით, რომელთაც ვხსნით მიმდევრობით t/n სიგრძის 

დროით ინტერვალებში. 
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 ჩერნოვის ფორმულასთან ასოცირებული დეკომპოზიციის სქემა ცნობილია, 

როგორც წილადბიჯიანი მეთოდი (იხ.[12]). 

 არაწრფივი ევოლუციური ამოცანებისათვის დეკომპოზიციის მეთოდის 

გამოყენებას მივყავართ ტროტერისა და ჩერნოვის ფორმულების განზოგადოების 

აუცილებლობამდე. ამ მიმართულებით მიღებულია მნიშვნელოვანი შედეგები შემდეგ 

შრომებში : [15],[16],[19],[22 – 25],[27],[28].  ზემოთ აღნიშნულ საკითხებთან შეხება აქვს, 

აგრეთვე, შრომებს: [20],[21],[26],[29]. 

 მოცემულ ნაშრომში განხილულია მეორე რიგის სიზუსტის დეკომპოზიციის 

სქემები. მათი ცდომილებისათვის მიღებულია ცხადი აპრიორული შეფასებები 

ნახევარჯგუფების გამოყენებით. პარალელური ტიპის დეკომპოზიციის სქემების 

ცდომილებისათვის  ცხადი შეფასებები მიღებულია შრომებში [7],[8],[10]. 

 დეკომპოზიციის სქემების ცდომილებისათვის ცხადი აპრიორული შეფასებების 

მიღება უშუალოდ დაკავშირებულია ტროტერისა და ჩერნოვის ტიპის ფორმულების 

ცდომილების შეფასებასთან. ასეთი ფორმულებისათვის [9] მიღებულია შეფასებები 

თანაბარ ტოპოლოგიაში თვითშეუღლებული ოპერატორის შემთხვევაში. წარმოდგენილი 

სამაგისტრო ნაშრომი არსებითად ეყრდნობა შრომებს [32 - 33]. 
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თავი I. დეკომპოზიციის დიფერენციალური სქემები 

1.1 მიმდევრობითი ტიპის სიმეტრიული სქემა 

 განვიხილოთ X ბანახის სივრცეში კოშის ამოცანა 

                                               ,0,)0(,)()()(  tutftAutu                                     (1.1)            

სადაც A  არის წრფივი, მკვრივად განსაზღვრული, ჩაკეტილი ოპერატორი X ბანახის 

სივრცეში, რომელიც წარმოდგება შემდეგი სახით:  21  . 1  და 2  ასევე წრფივი, 

მკვრივად განსაზღვრული, ჩაკეტილი ოპერატორებია  -ში. 

 (1.1) ამოცანის მიახლოებითი ამოხსნისათვის გამოვიყენოთ დეკომპოზიციის 

შემდეგი დიფერენციალური სქემა (იხ. [13], [14]): 
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 (1.1) ამოცანის მიახლოებით ამოხსნად  ktt  წერტილში ვაცხადებთ  )( kk tu -ს. 

თეორემა 1.1.  ვთქვათ, სრულდება შემდეგი პირობები 

ა) არსებობს  00  ისეთი, რომ ნებისმიერი > 0 –თვის, ოპერატორი    

შებრუნებადია და მართებულია შეფასება 
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,2,1,  ii   შებრუნებადია და მართებულია შეფასებები 
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 თეორემის დასამტკიცებლად  ჩვენ დაგვჭირდება ორი ლემა: პირველი ეხება 

ნახევარჯგუფის  აპროქსიმაციას  ტროტერის ტიპის   ფორმულის საშუალებით,  ხოლო 
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ფორმულის,  კერძოდ ცენტრალური მართკუთხედის ფორმულის საშუალებით. 

ლემა 1.2  თუ 
1 ,  2  და   ოპერატორები აკმაყოფილებენ თეორემა 1.1-ის პირობებს,  

მაშინ ნებისმიერი  ნატურალური n -სთვის მართებულია შეფასება 
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 დამტკიცება. ნახევარჯგუფის თვისების თანახმად გვაქვს 

                                            nnnn

n VU
n

t
VtU ))(())(())(()( 








 ,                                    (1.5) 

სადაც 
n

t
 .  მართებულია იგივეობა 

                                              1

1

))(())(( 





  i

inn

i

nn tUVUVVU                               (1.6) 

 შევაფასოთ სხვაობა      VU  . 

  ადვილად მტკიცდება, რომ   tU  ნახევარჯგუფისათვის მართებულია შემდეგი 

გაშლა 

              )(
!

1 )1(

0

tR
k

t
tU nk

kn

k

k 



 ,                            (1.7) 

 სადაც 

      
11

0 0 0 0

11 ...)(...
1 2

dsdsdsdssUtR nn

t s s s

nn
n





    . 

(1.7) ფორმულის გამოყენებით მიიღება 
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(1.7) და (1.9) ფორმულების თანახმად გვაქვს 

                                                                  3

3 RRVU  .                                              (1.10) 

თუ (1.6)-ში გადავალთ ნორმებზე და გავითვალისწინებთ (1.10)-ს მივიღებთ 
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(1.13) - (1.14)  შეფასებებისა და თეორემა 1.1-ის გ) პირობის თანახმად მიიღება  
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 ანალოგიურად მიიღება შემდეგი შეფასებები  
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რადგან მართებულია წარმოდეგნა 
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(1.12)-დან (1.15),(1.16) და (1.17) შეფასეებების გათვალისწინებით მიიღება 
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3 0   ii tectURR ,    3D .                  (1.18) 

(1.11)-დან (1.14) და (1.18) შეფასებების თანახმად მიიღება შემდეგი შეფასება 
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ლემა 1.2 დამტკიცებულია ∎ 
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 შემდეგი ლემა, რომელიც ჩვენ დაგვჭირდება ძირითადი თეორემის  

დასამტკიცებლად, ეხება ნახევარჯგუფის შემცველი ინტეგრალის კვადრატული 

ფორმულით აპროქსიმაციის ცდომილების შეფასებას. 

ლემა 1.3  ვთქვათ,   ოპერატორი და )(tf  ფუნქცია აკმაყოფიკებენ თეორემა 1.1-ის 

პრირობებს, მაშინ მართებულია შეფასება 
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 სადაც   )exp( tAtU   არის   ოპერატორის მიერ წარმოქმნილი ძლიერად უწყვეტი 

ნახევარჯგუფი, 
1 ii tt   )0( 1  ii tt . 

დამტკიცება. ცხადია უტოლობა 
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აქ ჩვენ გამოვიყენეთ შემდეგი ფორმულა (იხ. [34]) 
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 (1.22)-დან (1.24) და (1.25) უტოლობების გათვალისწინებით გამომდინარეობს 

შემდეგი შეფასება 

  













 




dssfstUdssfttU

i

i

i

i

t

t

i

t

t
i

i )()(

11 2

10
 

    













 





i

i

t

t
i

tfdttfAce

1

0 )()(
2

1

22  .                      (1.26) 
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.              (1.27) 

(1.21)-დან (1.26) და (1.27) შეფასებების გათვალისწინებით გამომდინარეობს (1.20) შეფასება. 

ლემა 1.3 დამტკიცებულია ∎ 

ახლა დავამტკიცოთ ძირითადი თეორემა. 

თეორემა 1.1-ის დამტკიცება. როგორც ცნობილია,   )exp( tAtU   ნახევარჯგუფის 

საშუალებით (1.1) ამოცანის ამონახსნი წარმოიდგინება შემდეგი ფორმულით (იხ. [34]) 
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ლემა 1.2-ის თანახმად მართებულია შეფასება 
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ლემა 1.3-ის თანახმად  მართებულია შეფასებები 
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უტოლობები 



 

19 

 

  

































1)()(
2

1

2

00

2

,3

1

i

t

t

j tfdttfceJ
i

i


,    .3,2,1j                   (1.38) 

            

































1)()(
2

1

2

00

2

1

1

i

t

t

tfdttfceJ
i

i


.                          (1.39) 
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შევაფასოთ 2J -ის ნორმა. (1.7) ფორმულის თანახმად გვაქვს 
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ანალოგიურად მიიღება შემდეგი შეფასებები 
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 (1.44)-დან (1.45), (1.46), (1.47) შეფასებების გათვალისწინებით მიიღება 
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(1.36)-დან, (1.19), (1.37), (1.39), (1.40), (1.48) და (1.14) შეფასებების გათვალისწინებით, 

გამომდინარეობს (1.3) შეფასება. 

 თეორემა 1.1 დამტკიცებულია ∎ 

 

1.2 გასაშუალოებული სიმეტრიული სქემა 

 (1.1) ამოცანის მიახლოებითი ამოხსნისათვის გამოვიყენოთ დეკომპოზიციის 

გასაშუალოებული დიფერენციალური სქემა, რომელიც ეკუთვნის დ.გორდეზიანს (იხ.[1]). 
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 ადგილი აქვს შემდეგ თეორემას 

თეორემა 1.4.  ვთქვათ, სრულდება თეორემა 1.1–ის პირობები,  მაშინ თუ 
01 1     

(1.49)-(1.51) სქემის ცდომილებისათვის მართებულია შემდეგი შეფასება 
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 სადაც  10 2,max   ,  0 constc . 

თეორემა 1.4-ის დამტკიცებისათვის ჩვენ დაგვჭირდება ლემა 1.2-ის ანალოგიური ლემა. 

ლემა 1.5. თუ 
1 , 

2  და   ოპერატორები აკმაყოფილებენ თეორემა 1.4-ის პირობებს,  

მაშინ ნებისმიერი ნატურალური n -თვის მართებულია შეფასება 
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)exp()( tAtU   და )exp()( ii tAtU  შესაბამისად A და 
i   2,1i  ოპერატორების მიერ 

წარმოქმნილი ძლიერად უწყვეტი ნახევარჯგუფებია. 
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ლემა 1.5  მტკიცდება ლემა 1.2-ის ანალოგიურად. შევნიშნავთ, რომ ამ შემთხვევაში 

(1.7) ფორმულის თანახმად მიიღება 
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თეორემა 1.4-ის დამტკიცება. (1.49) სისტემიდან (1.28) ფორმულის თანახმად მიიღება 
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(1.50) სისტემიდან ანალოგიურად მიიღება 
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ცხადია (1.54) და (1.55) ფორმულების თანახმად გვაქვს (იხ.(1.51)) 
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თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს 

 )()()()(
2

1
)( 1221  UUUUV  , 

)),()1()()1()()()()((
2

1
),( 11202111200  UUUUUUtV   

მაშინ (1.56) მიიღებს სახეს 

.)(),()()()(

1

011 


 

k

k

t

t

kkkkk dssfstVtuVtu   

აქედან მიიღება 

   .)(),())(())(()(

1

0

1



 



i

i

t

t

i

ik
k

i

k

kk dssfstVVVtu                     (1.57) 

(1.34) და (1.57) ფორმულების თანახმად გვექნება 
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ლემა 1.5-ის თანახმად მართებულია შეფასებები 
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ლემა 1.3-ის თანახმად მართებულია შეფასებები 
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შევაფასოთ 3J -ის ნორმა. (1.7) ფორმულის თანახმად გვაქვს 
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 (1.58)-დან (1.14),  (1.59),  (1.60),  (1.61),  (1.62) და (1.69) შეფასებების 

გათვალისწინებით  გამომდინარეობს (1.52) შეფასება.  ამრიგად  თეორემა 1.4 

დამტკიცებულია. 

 

თავი II.  დეკომპოზიციის სხვაობიანი სქემები 

 ამ პარაგრაფში განხილული იქნება წინა პარაგრაფში განხილული 

დიფერენციალური დეკომპოზიციის სქემების შესაბამისი მეორე რიგის სიზუსტის 

სხვაობიანი ანალოგები. ჩვენ მათ ვუწოდებთ დეკომპოზიციის სხვაობიან სქემებს. 

2.1 მიმდევრობითი ტიპის სიმეტრიული სქემა 

  (1.1) ამოცანის მიახლოებითი ამოხსნისათვის გამოვიყენოთ დეკომპოზიციის 

შემდეგი სიმეტრიული ნახევრადდისკრეტული სხვაობიანი სქემა 
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 მიახლოებით ამოხსნად ktt k   წერტილში ვაცხადებთ: )3(

kk uu  . 

(2.1) სქემა წამოადგენს (1.2) დეკომპოზიციის დიფერენციალური სქემის სხვაობიან 

ანალოგს. 

  ჩვენი მიზანია, მივიღოთ ცხადი აპრიორული შეფასება (2.1) სქემისთვის. 

ადგილი აქვს შემდეგ თეორემას. 

თეორემა 2.1. ვთქვათ, სრულდება შემდეგი პირობები 

ა) არსებობს  00  ისეთი, რომ ნებისმიერი 0  –თვის, ოპერატორი    

შებრუნებადია და მართებულია შეფასება: 
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ბ) ნებისმიერი 0 –თვის ოპერატორები iAI  , 2,1i  შებრუნებადია და მართებულია 

უტოლობები 

0,))(( 1

1 1   consteAIAI ii  
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0,)( 11   constcceAI i

 ; 

გ)    m
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m DD  ,   )2,1( i ; iA   ოპერატორები    mD  -ს ასახავენ     1mD -ში 

და მართებულია უტოლობები: 
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0  არის   ოპერატორის რეგულარული წერტილი 0 constc ; 
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დ).  )(tf  ფუნქცია უწყვეტად დიფერენცირებადია და )(tf   აკმაყოფილებს ლიფშიცის 

პირობას: ყოველი ფიქსირებული t -სთვის  ;0 -დან )(tf   3D , )(tf   D  და 

 3D ; 

მაშინ, თუ 
0 1  ,  (2.1) სქემის ცდომილებისათვის სამართლიანია შემდეგი შეფასება 
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დამტკიცება. (2.1)-დან მიიღება 
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რომლებიც  განისაზღვრება, შესაბამისად (2.8) და (2.12) ფორმულებით.  
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  (2.27) და (2.28) წარმოდგენების საფუძველზე ვასკვნით: იმისათვის, რომ 
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2.2 გასაშუალოებული სიმეტრიული სქემა 

 (1.1) ამოცანის მიახლოებითი ამოხსნისათვის გამოვიყენოთ დეკომპოზიციის 

შემდეგი გასაშუალოებული სიმეტრიული ნახევრადდისკრეტული სქემა: 

)(
2

2

10

)1(

1

)1(

1

)1(

1

)1(



 





k

kkkk tf
vvvv




,    
1

)1(

1   kk uv ,    0u , 

     )()1(
2

2

10

)2(

1

)2(

2

)2(

1

)2(



 





k

kkkk tf
vvvv




,    )1()2(

1 kk vv  ,                       (2.35) 

)(
2

2

11

)1(

1

)1(

2

)1(

1

)1(



 





k

kkkk tf
wwww




,   
1

)1(

1   kk uw ,   0u , 

    )()1(
2

2

11

)2(

1

)2(

1

)2(

1

)2(



 





k

kkkk tf
wwww




,    )1()2(

1 kk ww 
,                    (2.36) 

     )(
2

1 )2()2(

kkk wvu  .                                       (2.37) 



 

43 

 

(2.35) – (2.37) სქემა წარმოადგენს (1.49) - (1.51) დეკომპოზიციის დიფერენციალური სქემის 

სხვაობიან ანალოგს.  

 ადგილი აქვს შემდეგ თეორემას 
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გამომდინარეობს (2.38) შეფასება.  

თეორემა 2.2 დამკიცებულია ∎ 
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თავი III.  მიმდევრობითი ტიპის დეკომპოზიციის სქემა 

ევოლუციური განტოლებისათვის ლიფშიცის უწყვეტი 

ოპერატორით 

3.1 სიმეტრიული დეკომპოზიციის სქემა 

განვიხილოთ X ბანახის სივრცეში კოშის ამოცანა 

( ) ( ) ( ( )) ( ) , (0) , 0,u t Au t M u t f t u t                                                                       (3.1) 

სადაც A  არის წრფივი, მკვრივად განსაზღვრული, ჩაკეტილი ოპერატორი X ბანახის 

სივრცეში, რომელიც წარმოდგება შემდეგი სახით:  1 2A A A  ; 1A  და 2A  ასევე წრფივი, 

მკვრივად განსაზღვრული, ჩაკეტილი ოპერატორებია  -ში. M კი წარმოადგენს 

არაწრფივ ოპერატორს ლიფშიცის პირობით 

0( ( )) ( ( )) ( ) ( )M u t M v t c u t v t   . 

(3.1) ამოცანის მიახლოებითი ამოხსნისათვის გამოვიყენოთ დეკომპოზიციის შემდეგი 

სხვაობიანი სქემა 

(1) (1) (1) (1)

1 1
1

1
0

2 2

k k k ku u u u
A


  
  ,      (1)

1 1k ku u  ,   0u  , 

(2) (2) (2) (2) (2) (2)

1 1 1
2 1

2

( ) ( )
( )

2 2

k k k k k k

k

u u u u M u M u
A f t


  



  
   ,    )1()2(

1 kk uu   , 

 (3) (3) (3) (3)

1 1
1

1
0

2 2

k k k ku u u u
A


  
  ,    

)2()3(

1 kk uu 
 . (3.2) 

მიახლოებით ამოხსნად ktt k   წერტილში ვაცხადებთ: )3(

kk uu  . 

ვაჩვენოთ, რომ (3.2) სქემაში შემავალი მეორე არაწრფივი განტოლებისათვის ადგილი აქვს 

კრებადობას. შესაბამისად, გადავწეროთ მეორე განტოლება შემდეგი სახით; 
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(2) (2) (2)

2 1
( )

2 2
k k kk

u A u M ug
 


   , 

შემოვიტანოთ აღნიშვნა (2)
kku v , გვაქვს: 

და      

 
1 1 2

2 1
( )

2 2

s s s

k k kk
v A v M vg

   


   .                (3.4) 

თუ (3.3) განტოლებას გამოვაკლებთ (3.4)-ს, მივიღებთ 

                                  1 1 1 2

2( ) ( ) ( ( ) ( ))
2 2

s s s s s s

k k k k k kv v A v v M v M v
          ,                             (3.5) 

(3.5) ტოლობის ორივე მხარე გავამრავლოთ სკლარულად 1( )s s

k kv v  -ზე 

               
2

1 1 1 1 2 1

2( ( ), ( )) (( ( ) ( )), ( ))
2 2

s s s s s s s s s s

k k k k k k k k k kv v A v v v v M v M v v v
             ,        (3.6) 

პირობის თანხამად, რადგან A ოპერატორი არის თვითშეუღლებული და დადებითად 

განსაზღვრული 

                                      

2
( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1)

2( ( ), ))(
s s s s s s

k k k k kk
A vv v v v v

  

    ,        > 0.                                  (3.7) 

თუ (3.6)-ის მარცხენა მხარეში გამოვიყენებთ კოში-შვარცის უტოლობას, ამასთან 

გავითვალისწინებთ (3.7) უტოლობას, მივიღებთ: 

                               
2

1 1 2 11 ( ) ( )
2 2

s s s s s s

k k k k k kv v M v M v v v
 

     
      

 
,                            (3.8) 

(2.8)-ში ტოლობის ორივე მხარე გავყოთ 1s s

k kv v  -ზე და ამასთან გათვალისწინებთ, რომ 

( )M  არაწრფივი ოპერატორი აკმაყოფილებს ლიფშიცის პირობას, გვაქვს: 

                                         1 1 2

1( )s s s s

k k k kv v c v v     ,     1 0 1
2

c c



 

  
 

.                              (3.9) 
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თუ მოვითხოვთ, რომ 1 1c  , მაშინ (2.58) უტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ s

kv

მიმდევრობა კრებადია(განხილული იტერაცია არის კუმშვითი ასახვა). ამრიგად, (3.3) 

იტერაცია კრებადია გეომეტრიული პროგრესიის სიჩქარით ,  q = 1c . 

 

3.2 დეკომპოზიციის სქემის აგება ამომხსნელი ოპერატორის აპროქსიმაციით 

ცხადია, (3.1) ამოცანის ამონახსნისათვის მართებულია ფორმულა 

                                     

1

1 1( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ( )))

k

t

k k

t

u t U t t u t U t s f s M u s ds



                            (3.10) 

თუ (3.10)-ში ჩავსვამთ kt t , მივიღებთ 

                                     

1

1( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ( )))
k

k

t

k k k

t

u t U u t U t s f s M u s ds



                               (3.11) 

თუ (3.11) ტოლობის მარჯვენა მხარეში შემავალ ინტეგრალს შევცვლით ტრაპეციის 

ფორმულით მივიღებთ 

1 1 1( ) ( ) ( ) [ ( )( ( ) ( ( )) ( ( ) ( ( ))] ( )
2

k k k k k k ku t U u t U f t M u t f t M u t R


          ,                   (3.12) 

სადაც ( )kR   არის ნაშთითი წევრი. 

 მარტივად შეგვიძლია ვაჩვენოთ, რომ მართებულია შეფასება(საკმარისად გლუვ კლასში) 

                                                                    3( ) ( )kR O   ,                                                      (3.13) 

თუ (3.12)-ში გადავაგდებთ ნაშთით წევრს მივიღებთ 

                                     1 1 1( ) [ ( )( ( ) ( ) ( ( ) ( )]
2

k k k k k ku U u U f t M u f t M u


                      (3.14) 

შეგვიძლია ვთქვათ, რომ (3.14) განტოლების ku  ამონახსნი წამორადგენს ( )u t  ზუსტი 

ამონახსნის მიახლოებით მნიშვნელობას  kt t  წერტილში, ( )k ku t u . 
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თუ ( )U  ოპერატორის აპროქსიმაციას მოვახდენთ (2.1) დეკომპოზიციის ამომხსნელი 

ოპერატორის საშუალებით, მაშინ (3.14)-იდან მივიღებთ შემდეგ დეკომპოზიციის სქემას 

                                     1 1 1( ) [ ( )( ( ) ( ) ( ( ) ( )]
2

k k k k k kv V v V f t M v f t M v


                       (3.15) 

სადაც 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

V S S S
 

  . 

(3.15) განტოლების kv  ამონახსნი გამოვაცხადოთ ( )u t  ზუსტი ამონახსნის მიახლოებით 

მნიშვნელობად kt t  წერტილში, ( )k ku t v . (3.15) შეგვიძლია ამოვხსნათ შემდეგი 

იტერაციის გამოყენებით 

( ) ( 1)

1 1 1( ) [ ( )( ( ) ( ) ( ( ) ( )]
2

s s

k k k k k kv V v V f t M v f t M v


  

          (3.16) 

(3.16) იტერაციის კრებადობა მტკიცდება ისევე, როგორც წინა პუნქტში. შევაფასოთ 

მიახლოებითი ამონახსნის ცდომილება ( )k ku t v . თუ (3.12) ტოლობას გამოვაკლებთ (3.15) 

ტოლობას წევრ-წევრად, მივიღებთ 

1 1 1 1 1( ) [ ( )( ( ( )) ( )) ( ( ( )) ( ))] ( ) ( )
2

k k k k k k k kz V z V M u t M v M u t M v R R


                   (3.17) 

სადაც ( )k k kz u t v   და 1 1 1( ) ( ( ) ( ))[ ( ) ( ( ) ( ( ))]
2

k k k kR U V u t f t M u t


          

ვთქვათ A , 1A  და 2A თვითშეუღლებული, დადებითად განსაღვრული ოპერატორებია, 

მაშინ ცხადია მართბეულია შეფასება 

                                                                    ( ) 1V                                                                       (3.18) 

(2.14) წარმოდგენის თანახმად, ამოხსნათა გლუვ კლასზე, გვაქვს 

                                                                    3( )kR c                                                                 (3.19) 
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თუ (3.17) ტოლობაში გადავალთ ნორმებზე და გავითალისწინებთ (3.13), (3.18) და (3.19) 

შეფასებებს, ( )M   არაწრფივი ოპერატორის ლიფშიც უწყვეტობის გათვალისწინებით 

მივიღებთ 

3

1(1 )k kz c z c     

ცხადია აქედან გამომდინარეობს 

2

0(1 ) ( )k

k kz c z ct    . 

ამით ვაჩვენეთ, რომ მიახლოებითი ამონახსნის ცდომილება ყოველ სასრულ შუალედში 

არის 2( )O  . 
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დასკვნა 

 ცნობილია,  რომ  დეკომპოზიციის  მეთოდი   წარმოადგენს  მათემატიკური 

ფიზიკის  მრავალგანზომილებიანი  ამოცანებისათვის  ეკონომიური  სქემების  აგების 

ზოგად  მეთოდს,  რომელიც  საშუალებას  იძლევა  მრავალგანზომილებიანი ამოცანების  

რედუცირება  მოვახდინოთ  ერთგანზომილებიანი  ამოცანების  სერიაზე, რომელთა  

რიცხვითი  რეალიზაცია  ცხადია  გაცილებით  უფრო  ნაკლებ  კომპიუტერულ  რესურსს  

საჭიროებს.  ამ  მიმართულებით  მუშაობა  დაიწყო  მეოცე  საუკუნის სამოციანი წლებიდან 

და დღესაც ინტენსიურად მიმდინარეობს, რაზეც მეტყველებს ის შრომები, რომლებიც 

ქვეყნდება მსოფლიოს ცნობილ სამეცნიერო გამოცემებში. წარმოდგენილ  სამაგისტრო  

ნაშრომში  განხილული  ოპერატორული  გახლეჩის სქემები მიეკუთვნება დეკომპოზიციის 

სქემებს. 

 სამაგისტრო   ნაშრომში  განხილულია  არაერთგვაროვანი აბსტრაქტული 

ევოლუციური  განტოლებისათვის კოშის ამოცანის მიახლოებითი ამოხსნის გ. ბეიკერისა 

და თ. ოლიფანტის  სიმეტრიული  დიფერენციალური  და  სხვაობიანი  დეკომპოზიციის 

სქემები.  განხილულია აგრეთვე  დ.  გორდეზიანის  გასაშუალოებული დიფერენციალური  

და  სხვაობიანი  დეკომპოზიციის  სქემები.  სხვაობიანი დეკომპოზიციის სქემები ორივე 

შემთხვევაში აგებულია კრანკ-ნიკოლსონის სქემის საფუძველზე. 

 ნახევარჯგუფის  აპროქსიმაციის  საფუძველზე,  ტროტერისა და ჩერნოვის   ტიპის 

ფორმულების საშუალებით, მიახლოებითი ამონახსნის ცდომილებისათვის მიღებულია 

ცხადი აპრიორული შეფასებები. დამტკიცებულია, რომ კრებადობის რიგი დროითი ბიჯის 

მიხედვით არის ორის ტოლი. 

 წარმოდგენილ ნაშრომში განხილული  სქემები  მარჯვენა  მხარის  მიხედვით არის   

ორ   პარამეტრიანი   სქემათა   ოჯახიდან.   ნაპოვნია   ამ   პარამეტრებისთვის   ის პირობები,   

რომელთათვისაც   მიიღწევა   დროითი   ბიჯის   მიმართ   მეორე   რიგის სიზუსტე. 
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