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ანოტაცია

ნაშრომში მოყვანილია ზოგიერთი შედეგი ცვლადმაჩვენებლიანი ლებეგის სივრცეში

ჰაარისა და უოლშის პოლინომებით აპროქსიმაციის შესახებ.

გამოყენებულია ექსტრაპოლაციის თეორემა და მაკენხაუპტის Ap წონები. მიღებულია

ცვლადმაჩვენებლიანლებეგის სივრცეში გოლუბოვის და შარაპუდინოვის ზოგიერთითეორემის

ანალოგები. ასევე დამტკიცებულია ოწრონიანი უტოლობა ფურიე-უოლშის 2n რიგის კერძო

ჯამებისთვის.

Summary

In the present work some results concerning to the approximation by Haarand

Walsh polynomials in the variable exponent Lebesgue spaces are given.

In the present work is given some results concerning to the approximation by Haar

and Walsh polynomials in the variable exponent Lebesgue spaces.

It is used theorem of extrapolation and Muckenhoupt Ap weights. There are ob-

tained some analogues of Golubov's and Sharapudinov's theorems in the variable exponent

Lebesgue spaces. Also there is proved two weight inequality for 2n-th partial sums of Walsh-

Fourier series.
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1 შესავალი

გასული (მეოცე) საუკუნის ბოლოს ცხადი გახდა, რომ კლასიკური ფუნქციური სივრცეები

აღარ არის საკმარისი მთელი რიგი პრობლემების ამოსახსნელად, რომლებიც ჩნდება არაწრფი-

ვი დრეკადობის თეორიის, უკუმშვად სითხეთა დინების მექანიკის მათემატიკურ მოდელებში,

არაწრფივ კერძოწარმოებულებიან დიფერენციალურ განტოლებათა თეორიაში და სხვა. გაჩნდა

ახალი სივრცეების შემოღებისა და გამოკვლევის აუცილებლობა. ამ გარემოებამ განაპირობა

ახალი, არასტანდარტული ბანახის ფუნქციური სივრცეების შემოღება და მათი ინტენსიური

გამოკვლევა. ერთ-ერთ ასეთ ფუნქციურ სივრცეს წარმოადგენს ცვლადმაჩვენებლიანი ლებე-

გის სივრცე.

როგორც დასახელებიდან ჩანს, ცვლადმაჩვენებლიანი ლებეგის სივრცე წარმოადგენს

კლასიკური ლებეგის სივრცის განზოგადებას თუ მუდმივ p მაჩვებელს ჩავანაცვლებთ არამუდ-

მივი ფუნქციით p(·). ამგვარად მიღებული ბანახის Lp(·) სივრცეს მრავალი მსგავსი თვისება

აქვს კლასიკური Lp სივრცეებისა, თუმცა მრავალი განმასხვავებელი თვისებაც გააჩნია. მაგა-

ლითისთვის მოვიყვანთ მცირე ჩამონათვლას:

• Lp(·) სივრცეში არაა შემოსაზღვრული ძვრის ოპერატორი Th : Lp(·) → Lp(·), Thf(x) =

f(x+ h);

• ცვლადმაჩვენებლიანი სივრცისთვის ანალოგი არა აქვს იუნგის უტოლობას ნახვე-

ვისთვის ||f ∗ g||Lp(·) ≤ C||f ||L1 · ||g||Lp(·) .

• ასევე ანალოგი არ აქვს ცვლადი მაჩვენებლისთვის შემდეგ ფორმულას∫
Ω

|f(x)|pdx = p

∫ ∞
0

tp−1|{x ∈ Ω : |f(x)| > t}|dt;

• მაქსიმალური, პუანკარეს, სობოლოევის და სხვა ზოგიერთი მნიშვნელოვანი უტო-

ლობა მოდულარის ფორმით არაა სამართლიანი ცვლადი მაჩვენებლების შემთხვევაში. მაგა-

ლითისთვის ლერნერმა [40] აჩვენა, რომ უტოლობა∫
Rn
|Mf(x)|p(x)dx ≤ C

∫
Rn
|f(x)|p(x)dx

სრულდება მაშინ და მხოლოდ მაშინ თუ მაჩვენებლი მუდმივია p(x) = p და p ∈ (1; +∞).
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ცვლადმაჩვენებლიანი ლებეგის სივრცე შემოიღო ვ. ორლიჩმა ჯერ კიდევ გასული

საუკუნის 30-იან წლებში. თავდაპირველად აღნიშნული სივრცის შემოღება განპირობებული

იყოთეორიული მოსაზრებებით, მაგრამ გასული საუკუნის და ამ, საუკუნის მიჯნაზე ინტერესი ამ

სივრცეების მიმართ გაძლიერდა. მაგალითისათვის "Mathematical Reviews"−ის ინფორმაციით

2000 წლამდე ამ საკითხებს მიეძღვნა 15 სამეცნიერო სტატია, 2000 - 2004 წლებში 31 სამეც-

ნიერო სტატია, 2005-2010 წლებში კი 267, მიუხედავად იმისა, რომ მოყვანილი სტატისტიკა

არაზუსტია, სურათი მაინც მრავლისმთქმელია.

ინტერესი ცვლადმაჩვენებლიანი სივრცეების მიმართ გაძლიერდა, ვინაიდან, უკანას-

კნელ წლებში გამოიკვეთა აღნიშნული სივრცეების გამოკვლევის არსებითი აუცილებლობა

მრავალ გამოყენებით ამოცანაში. გამოყენების არეალიდან აღსანიშნავია ელექტრორეოლოგ-

იური სითხეების მათემატიკური მოდელი.

ელექტრორეოლოგიური სითხეები ეს ისეთი სითხეებია, რომელთა სიბლანტე იცვლე-

ბა (ხშრად მკვეთრად) ელექტრული ველის ზემოქმედებით. მიუხედავად იმისა, რომ ამგვარი

სითხეები ექსპერიმენტების გზით საკმაოდ შესწავლილია სრულითეორიული მოდელი კვლავინ-

დებურად არ არსებობს. სითხეთა დინამიკაში ამგვარ სითხეებს მოიხსენიებენ, როგორც არანიუ-

ტონისეულ სითხეებს. ერთ-ერთი მოდელი, რომელიც აქტიურად შეისწავლება, არის, როცა

ენერგია მოიცემა შემდეგი ინტეგრალით∫
Ω

|Du(x)|p(x)dx

სადაც Du არის სიბლანტის გრადიენტის სიმეტრიული ნაწილი, ხოლო მაჩვნებელი არის ელექ-

ტრული ველის ფუნქცია. აღნიშნული მოდელი შემოიღო რუზიცკამ (იხ. [47], [48]) და შემდეგში

მის განვითარებაში მიიღეს მონაწილეობა ასერბიმ და მინჯიონიმ. მოდელის შესწავლისას წარმ-

ოქმნილმა პრობლემებმა მნიშვნელოვანი სტიმული მისცა ცვლადმაჩვენებლიანი ლებეგისა და

ცვლადმაჩვენებლიანი სობოლევის სივრცეების შესწავლას.

ზემოაღნიშნულის გარდა ცვლადმაჩვენებლიანილებეგის სივრცეები გამოიყენება სხვა

ფიზიკური მოვლენების აღმწერ მათემატიკურ მოდლებშიც. მაგალითად: კვაზი-ნიუტონისეული

სითხეების, თერმისტორის (თერმო რეზისტორის) ამოცანის, ფოროვან გარემოში სითხეთა მოძ-

რაობისა და მაგნიტოსტატიკის მათემატიკურ მოდელებში.

ცვლადმაჩვენებლიან სივრცეებს იყენებენ გამოსახულების აღდგენის ამოცანაშიც, ბლუ-

მგრინმა ჩათვალა, რომ უფრო მკაფიო გამოსახულების მიღება შეიძლება ინტერპოლების ტექნიკ-

ით, რომელიც იყენებს ცვლად მაჩვენებელს, შესაბამისი ნორმა არის∫
Ω

| 5 u(x)|p(5u)dx
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სადაც მაჩვენებელი p(·) მონოტონურად იკლებს 2-დან 1-მდე, როცა 5u იზრდება.

უკანასკნელ წლებში აღნიშნული მიდგომა და მასთან დაკავშირებული საკითხები გად-

მოცემულია შემდეგ მონოგრაფიებსა და შრომებში [1], [6], [7], [11], [19], [41], [47], [57]. ზემო

აღნიშნული შრომების უმრავლესობაში გამოიკვეთა აუცილებლობა ჰარმონიული ანალიზის

მეთოდებისა და შედეგების ანალოგების დადგენისა ცვლადმაჩვენებლიან სივრცეებში. მალევე

ნათელი გახდა, რომ უმთავრესი პრობლემაა განისაზღვროს p(·) მაჩვენებელზე დადებული პი-

რობები იმგვარად, რომ ჰარმონიული ანალიზის კლასიკური ოპერატორები, როგორებიცაა:

მაქსიმალური ოპერატორი, სინგულარული ინტეგრალები, წილადური ინტეგრალები და სხვა

იყოს შემოსაზღვრული Lp(·) სივრცეში.

უნდა აღინიშნოს, რომ დღეისათვის ცვლადმაჩვენებლიან ლებეგის სივრცეებში ჰარ-

მონიული ანალიზის ინტეგრალურ ოპერატორთა თეორიამ გამოყენებებითურთ განვითარების

მაღალ დონეს მიაღწია. ამის დასტურია უკანასკნელ წლებში გამოქვეყნებული მონოგრაფიები

([13], [18], [28], [29], [30]). აღნიშნული თემატიკა ახალია და სწრაფად მზარდი. მის მიმართ

ინტერესი სულ უფრო იმატებს, მრავალი გამოჩენილი ქართველი თუ უცხოელი მეცნიერი (ვ.

კოკილაშვილი, ა. მესხი, თ. კოპალიანი, ვ. პაატაშვილი, გ. ონიანი, ლ. დიენინგი, ა. ნეკვინდა,

ა. ლერნერი, ლ. პიკი, მ. რუზიცკა, ს. სამკო, დ. ედმუნდსი, ა. კარლოვიჩი, დ. კრუზ-ურიბე,

ა. ფიორენზა, კ. პერეზი, ჯ. მარტელი, ს. ნეუგებაუერი, პ. ჰასტო, ხ. ფანი, თ. ფუტამურა, უ.

მიზუტა, თ. სიმომურა, პ. ჰარჯულეტო, ს. ვარონენი, ვ. ლატვალა და სხვ.) სწავლობს აღნიშნულ

პრობლემატიკას იხ. მონოგრაფიები [12], [23] და მათი ბიბლიოგრაფია.

აპროქსიმაციის თეორია მნიშვნელოვან როლს ასრულებს ჰარმონიული ანალიზის პრო-

ბლემათა კვლევის პროცესში. კლასიკურ ფუნქციურ სივრცეებში ფუნქციათა კონსტრუქციული

თეორია გადმოცემულია ცნობილ მონოგრაფიებში (იხ. [2], [8], [17], [43], [45], [55], [56])

გამოკვლევები ამ მიმართულებით დღესაც ინტენსიურად გრძელდება (იხ. მაგალითად [14],

[15], [22], [54]).

მოცემული უწყვეტი ფუნქციიდან ფურიეს კერძო ჯამების გადახრის შესახებ პირველი

შედეგი მიიღო ლებეგმა [42]. მან დაამტკიცა, რომ

|f(x)− Sn(f, x)| ≤ (lnn+ 3)En(f),

სადაც Sn(f, x) არის f ფუნქციის ფურიეს ტრიგონომეტრიული მწკრივის კერძო ჯამი, ხოლო

En(f) არის f ფუნქციის ტრიგონომტრიული პოლინოიმებით საუკეთესო მიახლოება უწყვეტ

ფუნქციათა სივრცეში.

აღსანიშნავია, რომ აღნიშნულ შემთხვევაში საუკეთესო მიახლოება ფასდება ფუნქ-
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ციის უწყვეტობის მოდულით (ჯექსონის თეორემა). ხოლო საუკეთესო მიახლოების შეფასე-

ბა ფუნქციათა სხვადასხვა კლასებისთვის საშუალებას იძლევა აღნიშნული გადახრა უფრო

ზუსტად შევაფასოთ. ამ მიმართულებით ცნობილი შედეგები აქვთ კოლმოგოროვს, ნიკოლსკის,

კორნეჩუკს და სხვათ.

ჯექსონის თეორემის ანალოგი უწყვეტი ფუნქციების უოლშისა და ჰაარის პოლინომე-

ბით საუკეთესო მიახლოებებისათვის მიღებული აქვს გოლუბოვს (იხ. [24]).

მოცემული ფუნქციიდან ფურიე-ჰაარის მწკრივის კერძო ჯამების გადახრის შეფასება

Lp სივრცის ფუნქციებისათვის, მოგვცა ულიანოვმა.

ცვლადმაჩვენებლიან ლებეგის სივრცეებში ფუნქციათა მიახლოების მიმართულებით

უნდა აღინიშნოს შარაპუდინოვის პიონერული ხასიათის ნაშრომები ([50], [51], [52], [53]) და

ნაშრომთა შემდგომი ციკლი, რომელიც ასახულია [54] მონოგრაფიაში.

ცვლადმაჩვენებლიან ლებეგის წონიან სივრცეებში ფუნქციათა აპროქსიმაციის ამოცა-

ნები შესწავლილია აკგუნის, კოკილაშვილის, ჩაიჩენკოს, ისრაფილოვისა და სამკოს შრომებში

(იხ. [3] [4], [5], [9], [37]). აღნიშნულ ნაშრომებში შესწავლილია პერიოდულ ფუნქციათა ტრი-

გონომეტრიული პოლინომებით აპროქსიმაციის ზოგიერთი საკითხი.

შევნიშნოთ, რომ აღნიშნული ნაშრომების უმრავლესობაში მოთხოვნილია, რომ მა-

ჩვენებელი აკმაყოფილებდესლოკალურ ჰელედერისლოგარითმულ პირობას, ამასთან inf p(x) >

1. შარაპუდინოვს თავის ნაშრომში [50] განხილული აქვს inf p(x) = 1 შემთხვევა, თუმცა

მაჩვენებლზელოგარითმული პირობა მაინც შენარჩუნებულია. აგრეთვე შევნიშნავთ, რომ ზემოთ

მოყვანილ შრომებში მიღებული შედეგები მიღებულია ტრიგონომეტრიული სისტემისთვის.

აღნიშნული ამოცანები ღიაა უოლშისა და ჰაარის სისტემებისთვის. ამ ნაშრომში ჩვენ

დავადგენთ ტრიგონომეტრიული სისტემებისთვის მიღებული შედეგების ანალოგებს უოლშისა

და ჰაარის სისტემებისთვის. ამასთან ტრიგონომეტრიული სისტემისათვის ზოგიერთ შემთხვეაში

მოვხსნით ჰელდერის ლოგარითმულ პირობას.

ჩვენ გამოვიყენებთ განსხვავებული ტიპის მეთოდებს, რომელიც ეყრდნობა წონიან

სივრცეებსა და რუბიო დე ფრანსიას ექსტრაპოლაციის თეორიას.

გარდა ამისა ნაშრომში ასევე დამტკიცებულია ზოგიერთი ორწონიაანი უტოლობა.
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2 ძირითადი აღნიშვნები და ცნებები

ამ თავში მოვიყვანთ ძირითად აღნიშვნებს და ცნებებს. უპირველეს ყოვლისა შემოვიღებთ

ბანახის ფუნქციურ სივრცეს (ბენეტისა და შარპლის მიხედვით) და შემდგომში მოვიყვანთ ამ

სივრცეთა კერძო შემთხვევებს ლებეგის წონიანი სივრცისა და ცვლადმაჩვენებლიანი ლებეგის

სივრცის სახით.

ბანახის ფუნქციური სივრცე

დაუშვათ M იყოს სიმრავლე ყველა ზომადი ფუნქციისა. წყვილს (X, || · ||X) ვუწოდებთ

ბანახის ფუნქციურ სივრცეს თუ მოცემულია ასახვა || · ||X :M→ [0;∞] და სიმრავლე

X = {f ∈M : ||f ||X <∞},

ისეთი, რომ სრულდება შემდეგი პირობები:

1. ||f ||X = ‖|f |‖X და ||f ||X = 0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა f ≡ 0;

2. ‖f + g‖X ≤ ‖f‖X + ‖g‖X ;

3. ‖αf‖X = |a| ‖f‖X , ყოველი α ∈ R-თვის.

4. X არის სრული ნორმირებული ვექტორული სივრცე || · ||X მიმართ.

5. თუ |f | ≤ |g| თითქმის ყველგან, მაშინ ||f ||X ≤ ||g||X ;

6. თუ {fn} ⊂ M არის მიმდევრობა ისეთი, რომ |fn| ↗ |f | თითქმის ყველგან, მაშინ

||fn||X ↗ ||f ||X ;

7. თუ E ⊂ Ω არის ზომადი სიმრავლე და |E| <∞, მაშინ ||χE ||X <∞;

8.
∫
E |f(x)|dx ≤ CE ||f ||X თუ |E| < ∞, სადაც CE < ∞ დამოკიდებულია E და X-ზე,
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მაგრამ არა f -ზე.

განსაზღვრება 2.1 ვიტყვით, რომ f ∈ X ფუნქციას გააჩნია აბსოლუტურად უწყვეტი ნორმა

თუ ნებისმიერი ერთმანეთში ჩალაგებული ზომად სიმრავლეთა Ek მიმდევრობისათვის, რომ-

ლისთვისაც |Ek| → 0, k → +∞ გვაქვს ||fχEk ||X → 0, k → +∞.

ნორმა || · ||X არის აბსოლუტურად უწყვეტი თუ ყოველ ფუნქციას X-ში აქვს აბსოლუ-

ტურად უწყვეტი ნორმა.

განვსაზღვროთ X ′ სიმრავლე

X ′ =

{
g :

∫
Ω
f(x)g(x)dx <∞, ∀f ∈ X

}
.

X ′-ზე შემოვიღოთ ე.წ.ასოცირებული ნორმა:

||g||X′ := sup

{∫
Ω
|f(x)g(x)|dx : ||f ||X ≤ 1

}
.

X∗-ით აღვნიშნოთ X-ის შეუღლებული სივრცე, მაშინ შემდეგი წინადადებები ერთმა-

ნეთის ექვივალენტურია:

1. || · ||X ნორმა არის აბსოლუტურად უწყვეტი.

2. X არის სეპარაბელური.

3. X∗ = X ′.

განსაზღვრება 2.2 ბანახის X სივრცეს ეწოდება თანაბრად ამოზნექილი თუ ∀ε > 0, ∃δ > 0,

ისეთი, რომ თუ x, y ∈ X, ||x||X = ||y||Y = 1 და ||x− y||X ≥ ε, მაშინ ||x+ y||X ≤ 2− δ.

ჰარდისა და ლიტლვუდის მაქსიმალური ოპერატორი

ჰარდისა და ლიტლვუდის მაქსიმალური ოპერატორი ერთ-ერთი უმნიშვნელოვანესი

ოპერატორია ჰარმონიული ანალიზისა. ამ პარაგრაფში ჩვენ მოვიყვანთ ჰარდისა დალიტლვუდის

მაქსმალური ოპერატორის განსაზღვრებას და მასთან დაკავშირებით ზოგიერთ ცნობილფაქტს.
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დავუშვათ µ არაუარყოფითი ბერელის ზომაა და სასრულია Rn-ის შემოსაზღვრულ

ქვესიმარავლეებზე. განვიხილოთ ფუნქცია

Mf(x) = sup
1

µ(I)

∫
I
f(t)dµ(t),

სადაც სუპრემუმი აიღება ყველა I კუბის მიმართ, რომელიც მოიცავს x წერტილს.

ვიტყვით, რომ ჰარდისა და ლიტლვუდის მაქსიმალური ოპერატორი არის ძლიერი

ტიპის, თუ ოპერატორი შემოსაზღვრულია ბანახის X ფუნქციური სივრციდან Y ფუნქციურ

სივრცეში ანუ არსებობს აბსოლუტური მუდმივი C ისეთი, რომ

||Mf ||Y ≤ C · ||X||X , ∀f ∈ X.

ვიტყვით, რომ ჰარდისა დალიტლვუდის მაქსიმალური ოპერატორი არის სუსტი ტიპის,

თუ არსებობს აბსოლუტური მუდმივი C ისეთი, რომ სრულდება

||λ · χ{Mf>λ}||Y ≤ C||f ||X .

აღნიშნული ოპერატორისთვის სხვადასხვა სივრცეებში კარგადაა შესწავლილი ძლიე-

რი და სუსტი უტოლობები. მაგალითისათვის ამ ოპერატორისთვის სრულდება სუსტი უტოლობა

L1 სივრცეში, სრულდება ძლიერი უტოლობა Lp სივრცეში სადაც 1 < p ≤ +∞. თუმცა ზოგი-

ერთ სივრცეში კვლავინდებურად პრობლემატური საკითხია დადგენა პირობებისა რომლებიც

უზრუნველყოფს ძლიერი ან სუსტი უტოლობის შესრულებას (მაგ.: ცვლადმაჩვენებლიანი ლე-

ბეგის სივრცე).

ყოველი x ∈ Rn წერტილისთვის ამ წერტილის მომცველი შემოსაზღვრული, დადე-

ბითი ზომის მქონე სიმრავლეთა ოჯახი ავღნიშნოთ B(x) სიმბოლოთი. ამასთან ამ ოჯახიდან

გამოიყოფა ერთი მაინც მიმდევრობა {Rk} ⊂ B ისეთი, რომ µ(Rk)→ 0, k → +∞.

განსაზღვრება 2.3 B სიმბოლოთი აღვნიშნოთ გაერთიანებული ოჯახი

B =
⋃
x∈Rn

B(x)

და ვუწოდოთ მას დოფერენციალური ბაზისი.

დიფერენციალური ბაზისის მაგალითებია: თუ B(x) ოჯახის როლში ვიგულისხმებთ x

წერტილის მომცველ ყველაღია კუბს, x წერტილის მომცველ ყველა მართკუთხა პარალელეპიპ-

ედს, x წერტილის მომცველ ყველა ორობით ინტერვალს და ა.შ.
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ხშირად იხილავენ ჰარდისა და ლიტლვუდის მაქსიმალური ოპერატორის განზოგა-

დებულ ვარიანტებს სხვადასხვა დიფერენციალური ბაზისების მიმართ. ვთქვათ მოცემულია B

ბაზისი, მაშინ მაქსიმალური ოპერატორი შესაბამისიB ბაზისით განსაზღვრულია შემდეგნაირად,

MB(f)(x) = sup
I∈B(x)

1

|I|

∫
I
|f(y)|dy.

წონიანი სივრცეები და მაკენხაუპტის წონები

ბანახის ფუნქციურ სივრცეთა ერთ-ერთ კერძო მაგალითს წარმოადგენს ე.წ. ლებე-

გის წონიანი სივრცეები. ამ პარაგრაფში მოვიყვანთ ლებეგის წონიანი სივრცის განსაზღვრებას

და ზოგიერთ დებულებას, რომელიც მნიშვნელოვან როლს ასრულებს რუბიო დე ფრანსიას

ექსტრაპოლების თეორიაში.

განსაზღვრება 2.4 ვთქვათ მოცემულიაw : R→ [0,∞] ზომადი ფუნქცია.Lpw (p ≥ 1) სიმბოლო-

თი აღვნიშნავთ სივრცეს, ყველა ისეთი ზომადი f ფუნქციებისა რომლისთვისაც

||f ||p,w =

(∫ 1

0
|f(x)|pw(x)dx

)1/p

<∞.

w ფუნქციას ვუწოდებთ წონას. ხოლო Lpw-ს ვუწოდებთ ლებეგის წონიან სივრცეს w

წონით.

ჰარდისა და ლიტლვუდის მაქსიმალური ოპერატორის შესწავლა სხვადასხვა სივრ-

ცეებზე ფრიად მნიშვნელოვანი ამოცანაა და ცხადია წონიანი სივრცის შემთხვევაში ფრიად

მნიშნველოვანია დადგენა პირობებისა, რომელიც უზრუნველყოფს აღნიშნული ოპერატორის

შემოსაზღვრულობას ლებეგის წონიან სივრცეზე.

ამ საკითხთან დაკავშირებით მაკენხაუპტმა შემოიღო წონებისAp კლასის ცნება. ვიტყ-

ვით, რომ w წონა ეკუთვნის მაკენჰხაუპტის Ap კლასს (1 < p <∞), თუ

sup
I

(
1

|I|

∫
I
w(x)dx

)(
1

|I|

∫
I
(w(x))−1/(p−1)dx

)p−1

<∞

სადაც სუპრემუმი აიღება ყველა I კუბის მიმართ.

სამართლიანია შემდეგი:
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თეორემა 2.1 (მაკენხაუპტი) დაუშვათ µ არის ბორელის არაუარყოფითი, შემოსაზღვრულ

სიმრავლეზე სასრული ზომა. დავუშვათ ჰარდისა და ლიტლვუდის მაქსიმალური ოპერატორის-

თვის სრულდება სუსტი უტოლობა Lpµ(Rn) სივრცეში რაიმე p რიცხვისთვის (1 ≤ p <∞) ანუ

λpµ({Mf > λ}) ≤ C · ||f ||p
Lpµ
, ∀f ∈ Lpµ(Rn),

მაშინ:

(i) µ არის აბსოლუტურად უწყვეტილებეგის ზომის მიმართ. ე.ი არსებობს არაუარყოფ-

ითი, ლოკალურად ინტეგრებადი w ფუნქცია ისეთი, რომ dµ(x) = w(x)dx.

(ii) ნებისმიერი ღია I კუბისთვის და f ∈ Lpµ(Rn)

1

|I|

∫
I
|f(y)|dy ≤ C

(
1

µ(I)

∫
I
|f(y)|pdµ(y)

)1/p

(2.1)

სადაც C = Cµ,p დამოუკიდებელია f -გან.

(iii) w ∈ Ap, ანუ w წონისთვის სრულდება მაკენხაუპტის პირობა. ე.ი., არსებობს

მუდმივი C = C(µ, p), რომელიც არაა დამოკიდებული I ღია კუბზე ისეთი, რომ(
1

|I|

∫
I
w(y)dy

)(
1

|I|
w(y)−1/(p−1)dy

)p−1

≤ c, 1 < p <∞ (2.2)

ან
1

|I|

∫
I
w(y)dy ≤ c inf

I
w, p = 1 (2.3)

(iv) თითოეული ღია I კუბისთვის და I-ს ზომადი E ქვესიმრავლისთვის

µ(I)

µ(E)
≤ C ·

(
|I|
|E|

)p
, (2.4)

სადაც C := C(µ, p) დამოკიდებული არაა E-ზე და I-ზე.

თეორემა 2.2 (მაკენხაუპტი) დაუშვათ w ∈ A1, მაშინ M ასახავს Lpµ(Rn) სივრცეს სუსტ

wk − Lpµ(Rn). ამასთან ოპერატორის ნორმა დამოუკიდებელია Ap სივრცის ელემენტზე.

თეორემა 2.3 (მაკენხაუპტი) დაუშვათ w ∈ Ap, 1 < p < ∞. მაშინ M არის უწყვეტი ასახვა

Lpµ(Rn) სივრციდან თავის თავში, რომლის ნორმა დამოუკიდებელია Ap-სგან.
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თეორემა 2.4 (ჰელდერის შებრუნებული უტოლობა) დავუშვათw ∈ A1, მაშინ არსებობს და-

დებითი რიცხვი η ისეთი, რომ ყოველი I კუბისთვის გვაქვს(
1

|I|

∫
I
w1+η(x)dx

) 1
1+η

≤ C · 1

|I|

∫
I
w(x)dx,

სადაც C არ არის დამოკიდებული A1-ის ელემენტზე და I კუბზე.

წინადადება 2.1 დაუშვათ w1, w2 ∈ A1 და ვთქვათ w(x) = w1(x)w2(x)1−p, 1 < p < ∞; მაშინ

w ∈ Ap

წინადადება 2.2 დაუშვათ w(x) = w1(x)w1−p
2 (x), w1, w2 ∈ A1, 1 < p <∞, მაშინ

(i) არსებობს ε > 0 ისეთი, რომ w ∈ Ap−ε;

(ii) არსებობს დადებითი რიცხვი η ისეთი, რომ w წონისთვის სრულდება ჰელდერის

შებრუნებული უტოლობა;

(iii) არსებობს δ > 0 ისეთი, რომ ყოველი I ღია კუბისთვის და ამ კუბის ყოველი

ზომადი E ქვესიმრავლისთვის სრულდება

µ(E)

µ(I)
≤ C ·

(
|E|
|I|

)δ
,

სადაც C არაა დამოკიდებული Ap-ზე E-ზე და I-ზე.

(iv) არსებობს დამოუკიდებელი Ap-სგან C ისეთი, რომ∫
Rn

(1 + |x|)−npdµ(x) ≤ C · µ(I0),

სადაც I0 აღნიშნავს Rn-ის ერთეულოვან კუბს.

თეორემა 2.5 (ჯონსი) დაუშვათ w ∈ Ap, 1 < p < ∞. მაშინ არსებობენ წონები w1, w2 ∈ A1

ისეთი, რომ w(x) = w1(x) · w2(x)1−p.

ხშირად იხილავენ წონათაAp კლასებს რომელიმე დიფერენციალური ბაზისის მიმართ.

ანუ ვიტყვით, რომw წონისთვის სრულდება მაკენხაუპტის პირობაB დიფერენციალური ბაზისის

მიმართ თუ

sup
I∈B

(
1

|I|

∫
I
w(x)dx

)(
1

|I|

∫
I
(w(x))−1/(p−1)dx

)p−1

<∞.
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ამ შემთხვევაში ვწერთ, რომ w ∈ ABp .

ხშირად იხილავენ ე.წ. ორწონიან უტოლობებს და შესაბამისად მაკენხაუპტის პირობას

წონათა წყვილებისათვის. ვიტყვით, რომ წონათა (w, v) წყვილისთვის სრულდება მაკენხაუპტის

პირობა და დავწერთ (w, v) ∈ Ap თუ

sup
I

(
1

|I|

∫
I
w(x)dx

)(
1

|I|

∫
I
(v(x))−1/(p−1)dx

)p−1

<∞.

ასევე იხილავენ მაკენხაუპტის პირობას წონათა წყვილისათვის რაიმე B დიფერენციალური

ბაზისის მიმართ ამ შემთხვევაში წერენ (w, v) ∈ ABp .

ასევე იხილავენ მაკენხაუპტის კლასებს სხვადასხვა ბაზისების მიმართ.

ცვლადმაჩვენებლიანი ლებეგის სივრცეები

ამ პარაგრაფში ჩვენ მოვიყვანთ ცვლადმაჩვენებლიანი ლებეგის სივრცის განსაზღვრებას

და ზოგიერთ მნიშვნელოვან დებულებას.

განსაზღვრება 2.5 მოცემულია Ω სიმრავლე. P(Ω) სიმბოლოთი ავღნიშნოთ სიმრავლე ლებე-

გის აზრით ზომადი p(·) : Ω → [1; +∞] ფუნქციებისა. P(Ω) სიმრავლის ელემენტს ვუწოდებთ

მაჩვენებელ ფუნქციას, ცვლად მაჩვენებელს, ექსპონენტა ფუნციას ან უბრალოდ ექსპონენტას.

იმისათვის, რომ განვასხვავოთ ერთმანეთისგან რიცხვი p და ექსპონენტა ფუნქცია p,

ჩვენ ფუნქციას ავღნიშნავთ p(·) სიმბოლოთი.

მოვიყვანოთ რამდენიმე მაგალითი ექსპონენტა ფუნქციებისა:

1) ნამდვილ რიცხვთა სიმრავლეზე განვიხილოთ მუდმივი ექსპონენტა ფუნქცია p(x) =

p, სადაც 1 ≤ p ≤ ∞;

2) p(x) = 2 + sin(x).

ექსპონენტა ფუნქცია შეიძლება იყოს შემოუსაზღვრელიც, მაგალითად:

3) Ω = (1,∞) და p(x) = x;

4) Ω = (0, 1) და p(x) = 1/x.
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ცვლადი მაჩვენებლებისთვის შემოვღოთ ზოგიერთი სიმბოლური აღნიშნვნა. მოცემულ-

ია p(·) ∈ P(Ω) და E ⊂ Ω, მაშინ

p−(E) := ess inf
x∈E

p(x), p+(E) := ess sup
x∈E

p(x),

p− := p−(Ω), p+ := p+(Ω).

როგორც კლასიკური ლებეგის სივრცის შემთხვევაში ჰქონდა მნიშვნელობა იმას თუ

რა სიდიდის იქნებოდა მაჩვენებელი p, ჩვენ შემთხვევაშიც სივრცის ყოფაქცევა დამოკიდებულ-

ია იმაზე თუ რა მნიშვნელობებს იღებს p(·) ექსპონენტა (p(x) = 1, 1 < p(x) <∞, p(x) = +∞).

ამიტომ ჩვენ დავყობთ Ω სიმრავლეს სამ ქვესიმრავლედ:

Ω p(x)
∞ = {x ∈ Ω : p(x) =∞},

Ω
p(x)

1 = { x ∈ Ω : p(x) = 1},

Ω
p(x)
∗ = { x ∈ Ω : 1 < p(x) <∞}.

მოცემული p(·) ცვლადი მაჩვენებლისთვის განვსაზღვროთ შეუღლებული ცვლადი მა-

ჩვენებელი p′(·) შემდეგი ფორმულით:

1

p(x)
+

1

p′(x)
= 1, x ∈ Ω.

აღნიშვნებმა რომ არ გამოიწვიოს გაუგებრობა გაწარმოებისა და შეუღლების ოპერაციებს შორის

აღნიშნულ ნაშრმში p′(·) სიმბოლოს ქვეშ ყოველთვის ვიგულისხმებთ შეუღლების პერაციას.

შევნიშნოთ რომ ადგილი აქვს შემდეგ დამოკიდებულებას:

(p′(·))+ = (p−)
′
, (p′(·))− = (p+)

′
.

მოდულარი. მოცემული ექსპონენტა ფუნქციისთვის p(·) ∈ P(Ω), ჩვენ გვინდა გან-

ვსაზღვროთ ცვლადმაჩვენებლიანი ლებეგის Lp(·) სივრცე როგორც, სიმრავლე ყველა ისეთი

ზომადი ფუნქციებისა, რომლისთვისაც:∫
Ω
|f(x)|p(x)dx < +∞.

ამგვარ მიდგომას თან ახლავს გარკვეული პრობლემები, კერძოდ თუ Ω∞ სიმრავლეს

აქვს დადებითი ზომა, ამ მიდგომით ვეღარ ვისარგებლებთ. ამგვარი შემთხვევებიდან გამოსავ-

ლის საპოვნელად შემოვიტანოთ შემდეგი განსაზღვრება.
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განსაზღვრება 2.6 მოცემულია p(·) ∈ P(Ω) და ლებეგის აზრით ზომადი ფუნქცია f . განვსაზ-

ღვროთ მოდულარი, შემდეგი გამოსახულებით:

ρ(f) := ρp(·),Ω(f) :=

∫
Ω\Ω∞

|f(x)|p(x)dx+ ||f ||L∞(Ω∞)

თუ f არის შემოუსაზღვრელი Ω∞ სიმრავლეზე ან თუ f /∈ L1(Ω/Ω∞), მაშინ მივიჩნიოთ

ρ(f) = +∞. როცა |Ω∞| = 0, კერძოდ, როცა p+ < +∞, მაშინ ||f ||L∞(Ω∞) = 0. როდესაც

|Ω\Ω∞| = 0, მაშინ ρ(f) = ||f ||L∞(Ω∞). მოვიყვანოთ მოდულარის ფუნდამენტური თვისებები:

წინადადება 2.3 მოცემულია Ω და p(·) ∈ P(Ω);

1. ∀f , ρ(f) ≥ 0 და ρ(|f |) = ρ(f);

2. ρ(f) = 0 მაშინ და მხოლოდ მაშინ f(x) = 0 თითქმის ყველა x ∈ Ω;

3. თუ ρ(f) <∞, მაშინ f(x) <∞, თითქმის ყველა x ∈ Ω;

4. ρ არის ამოზნექილი: ანუ ყოველი α, β ≥ 0, α+ β = 1, გვაქვს

ρ(αf + βg) ≤ ρ(αf) + ρ(βg).

5. ρ არის მონოტონური: თუ |f(x)| ≥ |g(x)| თ.ყ. მაშინ ρ(f) ≥ ρ(g);

6. ρ-ს აქვს უწყვეტობის თვისება: თუ არსებობს Λ > 0, ρ(f/Λ) < ∞, მაშინ ფუნქცია

λ 7−→ ρ(f/λ) უწყვეტი და კლებადია [Λ;∞] -ზე. გარდა ამისა ρ(f/λ)→ 0, როცა λ→∞.

უშუალოდ ρ-ს ამოზნექილობიდან გამომდინარეობს, რომ თუ α > 1, მაშინ αρ(f) ≤

ρ(αf) და თუ 0 < α < 1 მაშინ ρ(αf) ≤ αρ(f). ჩვენ შემდგომში ამოზნექილობის ამ თვისებას

ხშირად გამოვიყენებთ.

დამტკიცება :თვისება (1) უშუალოდ გამომდინარეობს მოდულარის განსაზღვრებიდან,

თვისებები (2) და (3) და (5) მიიღება L1 და L∞ თვისებებიდან. თვისება (4) სამართლიანია,
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რადგან L∞ ნორმა არის ამოზნექილი და ასევე ფუნქცია t → tp(x) თითქმის ყველა x ∈ Ω\Ω∞-

თვის ამოზნექილია.

(6) თვისების დასამტკიცებლად, შევნიშნოთ, რომ თვისება (5)-ის ძალით თუ λ ≥ Λ,

მაშინ ρ(f/λ) არის კლებადი ფუნქცია და ზღვარზე გადასვლის თეორემის ძალით ის არის

უწყვეტი და მიისწრაფის 0-კენ, როცა λ→∞.

შენიშვნა 2.1 მოდულარი არ აკმაყოფილებს სამკუთხედის უტოლობას ანუ არ სრულდება ρ(f+

g) ≤ ρ(f) + ρ(g). თუმცა მსგავსი ტიპის უტოლობა სრულდება შემდეგი სახეცვლილებით: თუ

p+ <∞

ρ(f + g) ≤ 2p+−1(ρ(f) + ρ(g)).

ჩვენ შემდგომში მოვიხსენიებთ ამას როგორც სამკუთხედის უტოლობას მოდულარისათვის.

ცვლადმაჩვენებლიანი ლებეგის სივრცე. კარგადაა ცნობილი, რომ კლასიკურილე-

ბეგის Lp სივრცე არის ბანახის სივრცე. აქ ჩვენ განვსაზღვრავთ Lp(·)(Ω) და გამოვიყენებთ

მოდულარის თვისებებს, რათა ვაჩვენოთ, რომ ის არის ნორმირებული ვექტორული სივრცე.

განსაზღვრება 2.7 მოცემულია p(·) ∈ P(Ω). განვსაზღვროთ Lp(·)(Ω), როგორც სიმრავლე

ყველა ისეთი ლებეგის აზრით ზომადი ფუნქციებისა, რომელთათვისაც არსებობს λ > 0 ისეთი,

რომ ρ(f/λ) <∞. შესაბამისად განვსაზღვროთ L
p(·)
loc (Ω) როგორც სიმრავლე ყველა ისეთი ლე-

ბეგის აზრით ზომადი ფუნქციებისა, რომლისთვისაც f ∈ Lp(·)(K), ყოველი K ⊂ Ω კომპაქტის-

ათვის.

Lp(·)(Ω) სივრცეში ნორმა განისაზღვრება შემდეგნაირად:

||f ||Lp(·) = inf{λ > 0 : ρ(f/λ) ≤ 1}.

შენიშვნა 2.2 წინადადება 2.3-ის 3 თვისების ძალით, თუ f ∈ Lp(·)(Ω), მაშინ f არის სასრული

თითქმის ყველგან.

შემდეგი წინადადებები ერთმანეთის ექვივალენტურია:

1. 1 < p− ≤ p+ <∞;
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2. Lp(·)(Ω) სივრცე არის რეფლექსური.

3. Lp(·)(Ω) დ აLp′(·)(Ω) აქვთ აბსოლუტურადუწყვეტი ნორმა.

4. Lp(·)(Ω) არის თანაბრად ამიზნექილი.

განსაზღვრება 2.8 მოცემულია p(·) ∈ P(Ω). ვიტყვით, რომ p(·) აკმაყოფილებს ლოკალურ

ჰელდერისლოგარითმულ პირობას და აღვნიშნავთ p(·) ∈ LH0(Ω), თუ არსებობსC აბსოლუტუ-

რი მუდმივი ისეთი, რომ ∀x, y ∈ Ω, |x− y| < 1
2 , სრულდება შემდეგი

|p(x)− p(y)| ≤ C

− log(|x− y|)
.

განსხვავებით მუდმივმაჩვენებლიანილებეგის სივრცეებისგან, აღმოჩნდა, რომ ცვლად-

მაჩვენებლიანლებეგის სიცრვეებში ჰარდისა დალიტლვუდის მაქსიმალური ოპერატორის შემოს-

აზღვრულობის შესწავლა საკმაოდ პრობლემურია და არსებითადაა დამოკიდებული მაჩვენებ-

ელი ფუნქციის თვისებებზე. ამგვარად საკმაოდდიდხანს ღია ამოცანად რჩებოდა განსაზღვრულ-

იყო პირობები ექსპონენტაზე, რომელიც უზრუნველყოფდა ჰარდისა დალიტლვუდის მაქსიმალუ-

რი ოპერატორის შემოსაზღვრულობას ცვლადმაჩვენებლიან ლებეგის სივრცეზე.

აღნიშნული ოპერატორის შემოსაზღვრულობა პირველად დაამტკიცა დიენინგმა [20]

იმ დაშვებით, რომ 1 < p− ≤ p+ < +∞, ამასთან მაჩვენებელი აკმაყოფილებს ლოკალურ

ჰელდერის ლოგარითმულ პირობას და მუდმივია რაიმე კომპაქტური სიმრავლის გარეთ.

მოთხოვნა მაჩვენებლის მუდმივობაზე კომპაქტური სიმრავლის გარეთ მოხსნეს კრუზ-

ურიბემ, ფიორენზამ, ნეუგბაუერმა [10] და ნეკვინდამ [44]. კერძოდ, [10]-ში ავტორებმა დაამტკ-

იცეს, რომ დასკვნა ძალაში დარჩება თუ კომპატური სიმრავლის გარეთ მუდმივობის მაგივრად

მოვთხოვთ გლობალურ ჰელდერისლოგარითმულ პირობას ანუ მუდმივი p∞ > 1 და აბსოლუტუ-

რი მუდმივი C ისეთი, რომ

|p(x)− p∞| ≤
C

ln(e+ |x|)
, x ∈ Rn.

[44]-ში ნეკვინდამ აღნიშნული ბოლოს მოყვანილი პირობა შეცვალა უფრო ზოგადი პირობით:

დავუშვათ, მაჩვენებელი აკმაყოფილებს ლოკალურ ჰელდერის ლოგარითმულ პირობას და 1 ∈

Lr(·)(Rn), სადაც r(·) მოიცემა შემდეგი ტოლობით

1

r(x)
=

∣∣∣∣ 1

p(x)
− 1

p∞

∣∣∣∣ .
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ლოკალური და გლობალორი ჰელდერისლოგარითმული პირობები ოპტიმალური წერ-

ტილოვანი პირობებია და ამის შესაბამისი მაგალითები მოცემულია [10] და [46]-ში. მეორეს

მხრივ, აღმოჩნდა, იმ ექსპონენტთა სიმრავლის სრული დახასიათება უწყოვეტობის მოდული

ტერმინებში, რომელთათვისაც შესაბამის ცვლადმაჩვენებლიან ლებეგის სივრცეზე ჰარდისა და

ლიტლვუდის მაქსიმალური ოპერატორი შემოსაზღვრულია შეუძლებელია. კერძოდ, ლერნერმა

[38] ააგო მაგალითი წყვეტილი ფუნქციისა, რომელის შესაბამის ცვლადმაჩვენებლიან ლებეგის

სივრცეზე ჰარდიდა და ლიტლვუდის მაქსიმალური ოპერატორი შემოსაზღვრულია.

დიენინგმა თავის ნაშრომში [21] შემოგვთავაზა იმ ექსპონენტთა, რომელთათვისაც

ჰარდისა დალიტლვუდის მაქსიმალური ოპერატორი შემოსაზღვრულია უწყვეტობის მოდულის-

გან განსხვავებული ტიპის დახასიათება. კერძოდ, მან დაადგინა, რომ აღნიშნული მაქსიმალუ-

რი ოპერატორი შემოსაზღვრულია მაშინ და მხოლოდ მაშინ თუ არსებობს C > 0 ისეთი, რომ

ყოველი თანაუკვეთი კუბების Π ოჯახისთვის და ყოველი f ∈ Lp(·)(Rn) ფუნქციისთვის გვაქვს∥∥∥∥∥∥
∑
Q∈Π

fQχQ

∥∥∥∥∥∥
Lp(·)(Rn)

6 C · ||f ||Lp(·)(Rn),

სადაც

fQ =
1

|Q|

∫
Q
f(t)dt.

ვიტყვით, რომ p(·) ∈ A თუ არსებობს C > 0 ისეთი, რომ ყოველი Q კუბისთვის და

ყოველი f ∈ Lp(·)(Rn) ფუნქციისთვის გვაქვს

‖fQχQ‖Lp(·)(Rn) 6 c ‖ f ‖Lp(·)(Rn) .

კომპაქტური სიმრავლის გარეთ მუდმივი მაჩვენებლებისთვის კოპალიანმა [31] მიიღო

უფრო კონსტრუქციულიდახასიათება ვიდრე დიენინგმა, კერძოდ, მან აჩვენა, რომ ასეთი მაჩვენ-

ებლებისთვის ჰარდისა დალიტლვუდის მაქსიმალური ოპერატორი არის შემოსაზღვრული მაშინ

და მხოლოდ მაშინ, როცა p(·) ∈ A. მეორეს მხრივ, [32]-ში ნაჩვენებია, რომ p(·) ∈ A პირობიდან

საზოგადოდ არ გამომდინარეობს, რომ ჰარდისა და ლიტლვუდის მაქსიმალური ოპერატორი

შემოსაზღვრული იქნება Lp(·)(Rn) სივრცეზე.
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3 ექსტრაპოლაცია და მისი ზოგიერთი გამოყენება

რუბიო დე ფრანსიას ექსტრაპოლაციის თეორემა არის ჰარმონიულ ანალიზში ერთ-ერთი

სიღმისეული შედეგი, რომელიც მიღებულია წონიანი უტოლობების შესასწავლად. ჩამოსაყალიბ-

ებლად იოლია, მაგრამ ამასთან ერთად აქვს უამრავი მრავალფეროვანი გამოყენებები. ამ

თავის მიზანია მოვიყვანოთ ექსტრაპოლაციის თეორიის ზოგიერთი მნიშვნელოვანი შედეგი და

შემდეგ მათი დახმარებით გამოვიყვანოთ შედეგები ცვლადმაჩვენებლიანი სივრცეებისთვის.

თეორემა 3.1 (რუბიო დე ფრანსია) მოცემულია T ოპერატორი, დავუშვათ, რაიმე p0 რიცხვის-

თვის 1 ≤ p0 < +∞ და ყოველი w0 ∈ Ap0 წონისთვის არსებობს მუდმივი C ისეთი, რომ∫
Rn
|Tf(x)|p0w0(x)dx ≤ C

∫
R
|f(x)|p0w(x)dx.

მაშინ ყოველი p, 1 < p < +∞ რიცხვისთვის და ყოველი w ∈ Ap წონისთვის არსებობს მუდმივი

ისეთი, რომ ∫
Rn
|Tf(x)|pw(x)dx ≤ C

∫
R
|f(x)|pw(x)dx.

უნდა აღინიშნოს, რომ თეორემაში მოყვანილი დასკვნა იმდენად ზოგადია, რომ აღნიშ-

ნული შედეგი საკმაოდ გამანცვიფრებელი და მოულოდნელია მითუმეტეს, რომ აღნიშნულ

თეორემაში არ იზღუდება T ოპერატორი. უფრო მეტიც მტკიცების ტექნიკიდან შენიშნეს, რომ

კიდევ უფრო ზოგად შემთხვევაშიც შესაძლებელია ექსტრაპოლაციის თეორემის დამტკიცება

ამიტომ იხილავენ (f, g) არაუარყოფით ფუნქციათა წყვილების რაიმე F ოჯახს.

ამგვარად რუბიო დე ფრანსიას ორიგინალი თეორემასთან ერთად უკვე ცნობილია ამ

თეორემის უკვე საკმაოდ ზოგადი სახის განზოგადება.

თეორემა 3.2 დავუშვათ, B არის მაკენხაუპტის ბაზისი, ამასთან რაიმე p0, 1 ≤ p0 < +∞

რიცხვისთვის და ყოველი w0 ∈ ABp წონისთვის გვაქვს∫
Rn
f(x)p0w0(x)dx ≤ C

∫
Rn
g(x)p0w0(x)dx, (f, g) ∈ F .

მაშინ ყოველი p, 1 < p < +∞ რიცხვისთვის და ყოველი w ∈ ABp წონისთვის გვექნება∫
Rn
f(x)pw(x)dx ≤ C

∫
Rn
g(x)pw(x)dx, (f, g) ∈ F .

ცხადია თუ წყვილების ოჯახის როლში ვიგულისხმებთ (Tf, f) სახის წყვილებს, სადაც T რაიმე

ოპერატორია, მაშინ მივიღებთ წინა მოყვანილ შედეგს.
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ექსტრაპოლაციის თეორემა ბანახის ფუნქციურ სივრცეში

ამ პარაგრაფში ჩვენ ჩამოვაყალიბებთ და დავამტკიცებთ ექსტრაპოლაციის თეორემას ბანა-

ხის ფუნქციური სივრცეებისათვის, ანუ მოვიყვანს საკმარის პირობებს ბანახის ფუნქციური

სივრცეთათვის, რომელიც უზრუნველყოფს Lp0 სივრცეში წონიანი უტოლობიდან მივიღოთ

უტოლობა ნორმებით ბანახის X ფუნქციურ სივრცეში. ძირითადი დაშვება ამ შემთხვევაში

იქნება ის, რომ ჰარდისა და ლიტლვუდის მაქსიმალური ოპერატორი შემოსაზღვრულიაX ბანა-

ხის სივრცის სკალირებული X1/p0 სივრცის ასოცირებულ სივრცეზე ანუ (X1/p0)′ სივრცეზე.

თეორემა 3.3 ვთქვათ B არის მაკენხაუპტის ბაზისი და X არის ბანახის ფუნქციური სივრცე.

დაუშვათ, რომ რაიმე p0-თვის, 0 < p0 <∞ და ყოველი w ∈ AB1 წონისთვის გვაქვს∫
Rn
f(x)p0w(x)dx ≤ C

∫
Rn
g(x)p0w(x)dx, (f, g) ∈ F .

თუ არსებობს q0, p0 ≤ q0 <∞, ისეთი, რომ X1/q0 არის ბანახის ფინქციურ სივრცე დაMB არის

შემოასაზღვრული (X1/q0)′ სივრცეზე, მაშინ

||f ||X ≤ C||g(x)||X, (f, g) ∈ F . (3.1)

გარდა ამისა, ყოველი p-თვის, p0/q0 ≤ p <∞

||f ||Xp ≤ C||g(x)||Xp , (f, g) ∈ F . (3.2)

დამტკიცება : ჯერ დავამტკიცებთ (3.1)-ს. დავუშვათ Y := X1/q0 , რადგან MB შემო-

საზღვრულია Y ′ სივრცეზე ჩვენ შეგვიძლია განვსაზღვროთ რუბიო დე ფრანსიას იტერაციული

ალგორითმი ყოველი არაუარყოფითი h ფუნქციისთვის:

Rh(x) =

+∞∑
k=0

Mk
Bh(x)

2k||MB||kY ′
.

აქ M2
Bh(x) := MB(MBh(x)) და შესაბამისად Mk

Bh(x) := MB(Mk−1
B h(x)). რუბიო დე ფრანსიას

იტერაციული ალგორითმის განსაზღვრებიდან გამომდიანრეობს:

ა) h(x) ≤ Rh(x);

ბ) ||Rh||Y ′ ≤ 2||h||Y ′ ;
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გ) [Rh]AB1
≤ 2||MB||Y ′ .

სადაც [w]AB1
არის w წონის AB1 მუდმივა.

ახლა სკალირების გამოყენებით შემოვიღოთ ფუნქციათა ახალი ოჯახი F0.

F0 := {(fp0 , gp0) : (f, g) ∈ F}.

თუ F0 ფუქნციათა წყვილების ოჯახისთვის გამოვიყენებთ თეორემა 3.2-ს, ყოველი

p ≥ 1 რიცხვისთვის და w ∈ AB1 ⊂ ABp წონისთვის მივიღებთ∫
Rn

(f(x)p0)pw(x)dx ≤ C
∫
Rn

(g(x)p0)pw(x)dx, (f, g) ∈ F .

თუ ავიღებთ p = q0/p0 მაშინ მივიღებთ∫
Rn
f(x)q0w(x)dx ≤ C

∫
Rn
g(x)q0w(x)dx, (f, g) ∈ F . (3.3)

დავაფიქსიროთ წყვილი (f, g) ∈ F . ვინაიდან Y არის ბანახის ფუნქციური სივრცე

||f ||q0X = ||f q0 ||Y = sup

{∫
Rn
|f(x)q0h(x)|dx : h ∈ Y ′, ||h||Y ′ ≤ 1

}
.

ვინაიდან f არაუარყოფითი ფუქნციაა, ამიტომ სუპრემუმი შეგვიძლია შევზღუდოთ არაუარყოფ-

ითი h ფუნქციებზე. ანუ საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ∫
Rn
f(x)q0h(x)dx ≤ C||g||q0X ,

სადაც მუდმივა C არ არის დამოკიდებული h ფუნქციაზე.

ა)-ს ძალით გვაქვს∫
Rn
f(x)q0h(x)dx ≤

∫
Rn
f(x)q0Rh(x)dx.

ბოლო ინტეგრალში თუ გამოვიყენებთ ჰელდერის უტოლობას ბანახის ფუქნციური სივრცეებისა-

თვის მივიღებთ ∫
Rn
f(x)q0h(x)dx ≤ ||f q0 ||Y · ||Rh||Y ′ ,

აქედან კი ბ)-ს ძალით გვექნება∫
Rn
f(x)q0h(x)dx ≤ C · ||f q0 ||Y · ||h||Y ′ < +∞.

აქედან გამიომდინარე გ)-ს ძალითRh ∈ A1,B, შემდეგ 3.3-ის ბ)-ს და კვლავ ჰელდერის

უტოლობის გამოყენებით გვექნება შემდეგი შეფასება∫
Rn
f(x)q0h(x)dx ≤ C

∫
Rn
g(x)q0Rh(x)dx ≤ C||gq0 ||Y||Rh||Y′ ≤ 2C||g||q0X .
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რადგან C მუდმივი არ არის დამოკიდებული h-ზე მივიღებთ დასამტკიცებელს.

ახლა დავამტკიცოთ 3.2. დავაფიქსიროთ p, p0/q0 ≤ p < ∞ და ვთქვათ Y = Xp.

თუ q̄0 = pq0 ≥ p0, მაშინ Y1/q̄0 არის ბანახის ფუნქციური სივრცე და MB არის შემოსაზღვ-

რული (Y1/q̄0)′-ში. აქედან გამომდინარე, ჩვენ შეგვიძლია გამოვიყენოთ 3.1 Y-თვის, საიდანაც

მივიღებთ დასამტკიცებელს.

თეორემა 3.3-დან უშუალოდ გამომდინარეობს შემდეგი თეორემის სამართლიანობა

თეორემა 3.4 დაუშვათ, რომ რაიმე p0-თვის, 0 < p0 <∞ და ω ∈ A1 წონისთვის∫
Rn
f(x)p0ω(x)dx ≤ C

∫
Rn
g(x)p0ω(x)dx (3.4)

თუ ექსპონენტა p(·) არის ისეთი, რომ p0 ≤ p− ≤ p+ <∞ და p(·) ∈ LH, მაშინ

||f ||p(·) ≤ C||g||p(·) (3.5)

ჰანტი, მაკენხაუპტი, ვიდენის მიერ [27] ნაჩვენებია, რომ ტრიგონომეტრიული სისტემა

ბაზისია Lpω-ში მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც ω ∈ Ap, p > 1. სამართლიანია შემდეგი

თეორემა.

თეორემა 3.5 თუ p− > 1 და ჰარდი ლიტლვუდის მაქსიმალური ოპერატორი შემოსაზღვრუ-

ლია Lp(·) სივრცეზე მაშინ ტრიგონომეტრიული სისტემა წარმოადგენს შაუდერის ბაზისს Lp(·)

სივრცეში.

კაზარიანმა [26] აჩვენა, რომ უოლშის სისტემა ბაზისია Lpω-ში მაშინ და მხოლოდ

მაშინ, როდესაც ω ∈ Ap, p > 1.

ექსტრაპოლაციის თეორემის გამოყენებით სრულდება შემდეგი თეორემა.

თეორემა 3.6 თუ p− > 1 და ჰარდილიტლვუდის მაქსიმალური ოპერატორი შემოსაზღვრულია

Lp(·) სივრცეზე მაშინ უოლშის სისტემა წარმოადგენს ბაზისს Lp(·) სივრცეში.

ზინკიმ [58] აჩვენა, რომ ფრანკლინის სისტემა არის შაუდერის ბაზისიLp(·)ω -ში მაშინ და მხოლოდ

მაშინ, როდესაც ω ∈ Ap. მაშინ კვლავ ექსტარაპოლაციის თეორემის ძალით სამართლინაია

შემდეგი თეორემა.

თეორემა 3.7 თუ p− > 1 და ჰარდილიტლვუდის მაქსიმალური ოპერატორი შემოსაზღვრულია

Lp(·) სივრცეზე მაშინ ფრანკლინის სისტემა წარმოადგენს შაუდერის ბაზისს Lp(·) სივრცეში.
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4 ჰაარისა და უოლშის პოლინომებით

აპროქსიმაცის ზოგიერთი საკითხი

მოცემული უწყვეტი ფუნქციიდან ფურიეს კერძო ჯამების გადახრის შესახებ პირველი შედეგი

მიიღო ლებეგმა [42]. მან დაამტკიცა, რომ

|f(x)− Sn(f(x))| ≤ (ln(n) + 3)En(f)

სადაც Sn(f) არის f ფუნქციის ფურიეს ტრიგონომეტრიული მწკრივის კერძო ჯამი, ხოლო

En(f) არის f ფუნქციის ტრიგონომტრიული პოლინოიმებით საუკეთესო მიახლოება უწყვეტ

ფუნქციათა სივრცეში. აღსანიშნავია, რომ აღნიშნულ შემთხვევაში საუკეთესო მიახლოება ფას-

დება ფუნქციის უწყვეტობის მოდულით (ჯექსონის თეორემა). ხოლო საუკეთესო მიახლოების

შეფასება ფუნქციათა სხვადასხვა კლასებისთვის საშუალებას იძლევა აღნიშნული გადახრა

უფრო ზუსტად შევაფასოთ. ამ მიმართულებით ცნობილი შედეგები აქვთ კოლმოგოროვს, ნი-

კოლსკის, კორნეჩუკს და სხვა მრავალ ცნობილ მეცნიერს. ჯექსონის თეორემის ანალოგი უწყვეტი

ფუნქციების უოლშისა და ჰაარის პოლინომებით საუკეთესო მიახლოებებისათვის მიღებული

აქვს გოლუბოვს.

თეორემა 4.1 (გოლუბოვი) ვთქვათ n = 2m + k, k ∈ {0, 1, ..., 2m − 1}. მაშინ ყოველი f ∈

Lp (1 ≤ p <∞) ფუნქციისთვის სამართლიანია უტოლობა

||f(·)−Hn(f)||p ≤ 21/p · wp(f, 1/2m). (4.1)

სადაცHn(f, x) ფურიე-ჰაარის მწკრივის კერძო ჯამია და ωp უწყვეტობის ინტეგრალური

მოდული განისაზღვრება შემდეგნაირად:

ωp(f, δ) = sup
0<hδ≤h

(∫ 1

0
|f(x+ h)− f(x)|pdx

)1/p

. (4.2)

ულიანოვმა ასევე დაამტკიცა შემდეგი:

თეორემა 4.2 ვთქვათ f ∈ Lp (1 ≤ p <∞), მაშინ

Epn(f) ≤ ||f(·)−Hn(f, x)||p ≤ 2 · Epn. (4.3)

აქ საუკეთესო მიახლოება განიხილება ჰაარის პოლინომებით Lp სივრცეში.
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ჩამოვაყალიბოთ და დავამტკიცოთ თეორემა 4.1 და თეორემა 4.2 ცვლადმაჩვენებლი-

ანი ლებეგის სივრცის შემთხვევაში.

იმის გამო, რომ ცვლადმაჩვენებლიან ლებეგის სივრცეებში ძვრის ოპერატორი არ

არის უწყვეტი, კლასიკური ფორმით უწყვეტობის მოდული ვეღარ განისაზღვრება. ნაცვლად

ამისა, ჩვენ განვიხილავთ ბუტცერ-ნესელის ტიპის განზოგადებულ სიგლუვის მოდულს, რომელ-

იც განისაზღვრება სტეკლოვის ოპერატორის საშუალებით.

Ωp(·)(f, δ) =

∥∥∥∥f(·)− 1

h

∫ h

0
f(·+ t)dt

∥∥∥∥
p(·)

. (4.4)

თეორემა 4.3 თუ f ∈ Lp(·)[0; 1) p(·) ∈ B 1 ≤ p <∞ მაშინ

||S2n(f)||p(·) ≤ ||f ||p(·)

დამტკიცება :

||S2n(x, f)||p(·) =

sup
||g||p′(·)≤1

∫ 1

0
g(x)S2n(f, x)dx = sup

||g||p′(·)≤1

∫ 1

0
g(x)2n

∫
∆

(n)
i

f(t)dtdx ≤

≤ sup
||g||p′(·)≤1

∫ 1

0
g(x)dx2n

∫
∆

(n)
i

f(t)dt ≤ 2n
∫

∆
(n)
i

f(t)dt ≤ c||f ||p(·) .

თეორემა 4.4 თუ f ∈ Lp(·)[0; 1) p(·) ∈ B 1 ≤ p <∞ მაშინ

||S2n(f)||p(·) ≤ Ω(f, 1/2n)

დამტკიცება :

||f − S2n(f)||p(·)

= sup
||g||p(·)≤1

∫ 1

0
g(x) (f(x)− S2n(x)) dx = sup

||g||p(·)≤1

∫ 1

0
g(x)

(
f(x)− 2n

∫
∆

(n)
i

f(x+ t)dt

)
dx =

= sup
||g||p(·)≤1

∫ 1

0
g(x)

(
2n
∫

∆
(n)
i

f(x+ t)− f(x)dt

)
dx ≤ Ω(f, 1/2n) .

თეორემა 4.5 თუ f ∈ Lp(·)[0; 1) p(·) ∈ B 1 ≤ p <∞ მაშინ

Ep(·)n (f) ≤ c(p)Ω(1/2n, f)

დამტკიცება :

Ep(·)n (f) ≤ Ep(·)2n (f) ≤ Ω(1/2n, f) ≤ c(p)Ω(1/n, f) .
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შარაპუდინოვმა დაამტკიცა, რომ p(·) მაჩვენებელზე დადებულ გარკვეულ პირობებში

f ∈ Lp(·) ფუნქციისთვის სამართლიანია

Ep(·)n (f) ≤ c(p)Ω(f, 1/n)

სადაც Ep(·)n (f) აღნიშნავს f ფუნქციის საუკეთესო მიახლოებას ტრიგონომეტრიული პოლინო-

მებით Lp(·) სივრცეში.

განვიხილოთ შარაპუდინოვის თეორემის ანალოგი უოლშისა და ჰაარის სისტემების-

თვის ცვლადმაჩვენებლიან ლებეგის სივრცეში.

სამართლიანია შემდეგი.

თეორემა 4.6 ვთქვათ n = 2m + l, l = 0, 1, ..., 2m − 1, f ∈ Lp(·) და p(·) ∈ B, მაშინ

||f(·)−H2m(f)||p(·) ≤ C(p) · Ω(f, 1/2m).

დამტკიცება : ნორმის განმარტების თანახმად გვექნება

‖f(·)−H2m(f)‖p(·) = sup
||g||p′(·)≤1

∫ 1

0
g(x) (f(x)−H2n(f)) dx ≤ CΩ(2−m, f).

თეორემა 4.7 ვთქვათ f ∈ Lp (1 ≤ p <∞), მაშინ

Ep(·)n (f) ≤ ||f(·)−Hn(f, x)||p(·) ≤ 2 · Ep(·)n . (4.5)

აქ საუკეთესო მიახლოება განიხილება ჰაარის პოლინომებით Lp(·) სივრცეში.

დამტკიცება : მარცხენა უტოლაბა პირდაპირ გამომდინარეობს საუკეთესო მიახლოების პოლინ-

ომის განსაზღვრებიდან. დავამტკიცოთ მარჯვენა უტოლობა. Pn(x)-ით f აღვნიშნოთ ფუნქციის

n-ური რიგის საუკეთესო მიახლოების პოლინომი. მაშინ გვექნება

‖f −Hn(f)‖p(·) = sup
||g||p′(·)≤1

∫ 1

0
g(x) (f − Pn −Hn(f − Pn)) dx ≤

≤ ‖f − Pn‖p(·) + ‖Hn(f − Pn)‖p(·) ≤ 2 ‖f − Pn‖p(·) = 2Ep(·)n .

თეორემა 4.8 ვთქვათ f ∈ Lp(·)(Ω) და p(·) ∈ B მაშინ

‖f −Hn(f)‖p(·) ≤ Ω(f, 1/2n)
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დამტკიცება :

‖f −Hn(f)‖p(·) = sup
||g||p(·)≤1

∫ 1

0
g(x) (f(x)−Hn(x)) dx =

= sup
||g||p(·)≤1

∫ 1

0
g(x)

(
f(x)− 2n

∫
∆n

f(t)dt

)
dx

≤ sup
||g||p(·)≤1

‖g‖p′(·)

∥∥∥∥f(x)− 2n
∫

∆n

f(t)dt

∥∥∥∥
p(·)

= Ω(f, 1/2n).

5 უოლშის პოლინომების ზოგიერთი ორწონიანი უტოლობა

ამ თავში დამტკიცებულია უოლშის პოლინომებისთვის უტოლობა, როდესაც უტოლობის სხვა-

დასხვა მხარეს სივრცის განსხვავებული წონები წერია.

თეორემა 5.1 ვთქვათ 1 < p < +∞. მაშინ იმისათვის, რომ

||S2n(·, f)||Lpv ≤ C||f ||Lpw

ყოველი f ∈ Lpw, სადაც C აბსოლუტური მუდმივია, აუცილებელია და საკმარისი, რომ (v, w) ∈

Aαp .

დამტკიცება : დავამტკიცოთ საკმარისობა. განვიხილოთ∫ 1

0
|S2n(x, f)|p · v(x)dx =

2n−1∑
j=0

∫
∆

(n)
j

|S2n(x, f)|p · v(x)dx =

=

2n−1∑
j=0

∫
∆

(n)
j

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

|∆(n)
j |

∫
∆

(n)
j

f(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

· v(x)dx =
2n−1∑
j=0

2pn ·
∫

∆
(n)
j

1

|∆(n)
j |

∣∣∣∣∣
∫ j+1

2n

j
2n

f(t)dt

∣∣∣∣∣
p

v(x)dx ≤

≤
2n−1∑
j=0

2pn·
∫

∆
(n)
j

v(x)dx·
∫ j+1

2n

j
2n

|f(t)|p dt ≤
2n−1∑
j=0

∫
∆

(n)
j

|f(t)|pw(t)dt·2pn
∫

∆
(n)
j

v(x)dx

 ∫
∆

(n)
j

w(t)−p
′/p


p/p′

=
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=

2n−1∑
j=0

∫
∆

(n)
j

|f(t)|pw(t)dt
1

|∆(n)
j |
·
∫

∆
(n)
j

v(x)dx

 1

∆
(n)
j

∫
∆

(n)
∆j

w1−p′(t)dt


p−1

≤ B
2n−1∑
j=0

∫
∆

(n)
j

|f(t)|pw(t)dt =

= B

∫ 1

0
|f(t)|pw(t)dt = B · ||f ||Lpw

აუცილებლობა

განვიხილოთ f0(t) = w1−p′(t)χ
∆

(n)
j

(t)

∫ 1

0
|S2n(f0, x)|pv(x)dx ≤ C

∫ 1

0
|f0|pw(x)dx∫ 1

0

∣∣∣∣∫ 1

−
f0(t)D2n(x+ t)dt

∣∣∣∣p · v(x)dx =

∫ 1

0

∣∣∣∣∫ 1

−
w1−p′(t)χ

∆
(n)
j

(t)D2n(x+ t)dt

∣∣∣∣p · v(x)dx =

=

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

∆
(n)
j

w1−p′(t)D2n(x+ t)dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

· v(x)dx =

2n−1∑
k=0

∫
∆

(n)
k

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

∆
(n)
j

w1−p′(t)D2n(x+ t)dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

· v(x)dx =

=

∫
∆

(n)
j

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

∆
(n)
j

w1−p′(t) · 2ndt

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

· v(x)dx = 2np
∫

∆
(n)
j

v(x)dx

 ∫
∆

(n)
j

w1−p′(t)dt


p

≤

≤ C
∫ 1

0
f0(t)w(t)dt = C

∫ 1

0

(
w1−p′(t)

)p
w(t)χ

∆
(n)
j

dt =

= C

∫
∆

(n)
j

wp−p
′p+1(t)dt = C

∫
∆

(n)
j

w1−p′(t)dt.
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დასკვნა

დამტკიცებულია ცვლადმაჩვენებლიან ლებეგის სივრცეებში შემდეგი თეორემები:

თეორემა 1 ვთქვათ n = 2m + l, l = 0, 1, ..., 2m − 1, f ∈ Lp(·) და p(·) ∈ B, მაშინ

||f(·)−H2m(f)||p(·) ≤ C(p) · Ω(f, 1/2m).

თეორემა 2. ვთქვათ f ∈ Lp(·)(Ω) და p(·) ∈ B მაშინ

‖f −Hn(f)‖p(·) ≤ Ω(f, 1/2n)

თეორემა 3. ვთქვათ f ∈ Lp (1 ≤ p <∞), მაშინ

Ep(·)n (f) ≤ ||f(·)−Hn(f, x)||p(·) ≤ 2 · Ep(·)n .

თეორემა 4. თუ f ∈ Lp(·)[0; 1) p(·) ∈ B 1 ≤ p <∞ მაშინ

||S2n(f)||p(·) ≤ ||f ||p(·)

თეორემა 5. ვთქვათ 1 < p < +∞. მაშინ იმისათვის, რომ

||S2n(·, f)||Lpv ≤ C||f ||Lpw

ყოველი f ∈ Lpw, სადაც C აბსოლუტური მუდმივია, აუცილებელია და საკმარისი, რომ (v, w) ∈

Aαp .
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